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نمودار تابع  در شکل مقابل رسم شده است. چه تعداد از گزاره هاي زیر صحیح هستند؟ - 1

الف) نقاط  و  نقاط بحرانی تابع محسوب می شوند.
ب) تابع هم داراي ماکزیمم مطلق و هم داراي مینیمم مطلق است.

ج) تابع داراي بی شمار نقطۀ بحرانی است.

صفر

چون تابع  در بازة  تعریف شده است، پس  در دامنۀ تابع قرار ندارد، پس این نقطه، نقطۀ بحرانی تابع محسوب گزینه 2 پاسخ:

نمی شود. بنابراین گزارة «الف» صحیح نیست.

گزارة «ب» نادرست است، زیرا تابع در نقطۀ  داراي مینیمم مطلق است و مقدار مینیمم مطلق آن برابر صفر است اما تابع  ماکزیمم مطلق
ندارد، زیرا نقطه اي که عرض مربوط به آن از عرض سایر نقاط بیشتر باشد، قابل معرفی نیست.

گزارة «ج» صحیح است، زیرا تابع در بازة  تابعی ثابت است و بنابراین مشتق تابع در تمامی نقاط این بازه برابر صفر است، یعنی تابع در
این بازه داراي بی شمار نقطۀ بحرانی است.

درنتیجه یک گزاره از گزاره هاي داده شده صحیح هستند.
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حاصل  کدام است؟ - 2

صفر

حد هر چند جمله اي در  برابر با حد جمله اي از آن است که داراي بزرگ ترین درجه است. گزینه 3 پاسخ:
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چه تعداد از گزاره هاي زیر صحیح است؟ - 3

الف) اگر تابع  در نقطۀ  حد داشته باشد، آنگاه توابع  و  نیز در  حد دارند.

ب) اگر تابع  در نقطۀ  حد نداشته باشد، آنگاه توابع  و  نیز در  حد ندارند.

ج) اگر توابع  و  در نقطۀ  حد نداشته باشند آنگاه تابع  در  حد ندارد.

د)اگر تابع  در نقطۀ  حد نداشته باشند ولی تابع  در  حد داشته باشد آنگاه  در  حد ندارد.

هـ) اگر توابع  و  در نقطۀ  حد داشته باشند، آنگاه تابع  نیز در  حد دارد.

هیچ

مثال نقض گزارة (الف)  و  در نقطۀ  گزینه 1 پاسخ:

مثال نقض گزارة (ب)  و  در نقطۀ 

f + gx = afgx = a

f + gx = afgx = a

fgx = af ⋅ gx = a

fx = agx = af ⋅ gx = a

fgx = afogx = a
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مثال نقض گزارة (ج)  و  در نقطۀ 

مثال نقض گزارة (د)  و  در نقطۀ 

مثال نقض گزارة (هـ)  و  در نقطۀ  در این صورت  خواهد بود که

در  فاقد حد است.

تذکر: می توانیم براي مثال نقض گزاره هاي «الف» و «ب»، توابع چند ضابطه اي نیز مثال بزنیم. به عنوان نمونه براي الف اگر توابع

 و  مفروض باشند توابع f و g در نقطۀ  فاقد حد هستند اما تابع  در 

داراي حد است، زیرا:
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تابع  در  حد دارد  کدام است؟ - 4

صفر

براي این که تابع  در  حد داشته باشد باید حد راست و چپ تابع در  برابر باشند. گزینه 2 پاسخ:
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اگر  باشد، نمودار تابع  در اطراف نقطۀ  به کدام صورت است؟ - 5

    

چون به ازاي  ، مخرج کسر برابر صفر می شود، پس کافی است حد تابع را در نقطۀ  محاسبه کنیم. گزینه 4 پاسخ:
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پس حد تابع در  هم از چپ و هم از راست برابر  می شود و بنابراین گزینۀ  جواب است.
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تابع  پیوسته و نمودار مشتق آن به صورت مقابل است. تعداد نقاط بحرانی تابع  در بازة  کدام است؟ - 6

در نقاط  و  و  و  و  مقدار مشتق برابر صفر است، لذا این نقاط بحرانی اند. همچنین در نقاط  و  مشتق وجود ندارد، گزینه 4 پاسخ:

بنابراین نقاط  و  نیز بحرانی هستند. در مجموع  نقطۀ بحرانی داریم.
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، کدام است؟ حد تابع  وقتی که  - 7

، هم صورت و هم مخرج ایجاد براي رفع ابهام باید عامل صفرکنندة  را در  گزینه 2 پاسخ:

کنیم، لذا صورت و مخرج را در مزدوج صورت ضرب می کنیم.

   

 مجدداً صورت و مخرج را در مزدوج صورت ضرب می کنیم.
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، حاصل  کدام است؟ در تابع با ضابطۀ  - 8

موجود نیست.

هرگاه  باشد، آنگاه  خواهد بود. در نتیجه داریم: گزینه 3 پاسخ:

باید از ضابطۀ بالایی استفاده کنیم 
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حد کسر  وقتی  کدام است. (  نماد جزء صحیح است.) - 9

گزینه 2 پاسخ:

هرگاه در محاسبۀ حد، به براکت برخوردیم، ابتدا آن  را تعیین عدد، سپس حاصل حد را می یابیم.

 میدانیم:  

cos 2x + [− x]sin2
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اگر حد کسر  وقتی   برابر  باشد حاصل  کدام است؟ - 10

گزینه 3 پاسخ:

 می دانیم:

 

 

x − xtan2 sin2

axn
x → 01a + n

0152

u ≃lim
u→0

sinn un

= 1 → = 1lim
x→0

x − xtan2 sin2

axn
lim
x→0

− xxsin2

xcos2 sin2

axn

= 1 → = 1lim
x→0

x− x⋅ xsin2 sin2 cos2

xcos2

axn
lim
x→0

x ⋅ (1 − x)sin2 cos2

x ⋅ acos2 xn

= = 1lim
x→0

x ⋅ xsin2 sin2

x ⋅ acos2 xn
lim
x→0

x4

1 × axn

a = ⇒ a = 1 ⇒ n = 4 ⇒ a + n = 1 + 4 = 5lim
x→0

xn x4

اگر  ، آنگاه حد راست این عبارت در نقطۀ  کدام است؟ - 11

گزینه 4 پاسخ:

ابتدا با کمک قاعدة پرتوان و مثبت بودن عبارت درون قدر مطلق خواهیم داشت:
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وقتی  ، بوده زیرا         

و لذا  می شود. بنابراین:
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حاصل حد  کدام است؟ - 12

از هریک از عبارات رادیکالی،  فاکتور می گیریم. لذا می توان نوشت: گزینه 3 پاسخ:

راه دوم: قانون پرتوان
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با توجه به شکل زیر حاصل  کدام است؟ - 13

با توجه به نمودار داریم: گزینه 4 پاسخ:

f(−2 − ) − f(1 − )lim
x→0+

x2 lim
x→(−1)−

x2
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حاصل   ، کدام است؟ (نماد [  ] جزء صحیح است.) - 14

حد ندارد. صفر

گزینه 2 پاسخ:

می دانیم:

        و              و       
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√
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، نماد جزء صحیح است) اگر  باشد، آن گاه  کدام است؟ ( - 15

حد چپ و راست تابع را در  برابر هم قرار می دهیم: گزینه 3 پاسخ:
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= =lim
x→1
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اگر تابع  در نقطۀ  حد داشته باشد، حاصل  کدام است؟ - 16

گزینه 4 پاسخ:

با توجه به تابع داده شده و انتخاب ضابطۀ مناسب، حدهاي راست و چپ تابع را در  بررسی می کنیم:
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= (m − sin 2x) = m − sin = m − sin = m −L+ lim
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π

8
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2π
8

π
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√
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اگر حد تابع   وقتی   برابر  باشد، مقدار  کدام است؟ - 17

چون مخرج کسر به ازاي   صفر می شود پس باید صورت هم صفر شود تا مبهم صفر صفرم ایجاد شده و پس از رفع ابهام گزینه 2 پاسخ:

حد تابع عدد  شود.

 

f(x) =
ax + b

x − x + 2− −−−−√
x → 28a

4689

x = 2

8

ax + b = 0 2a + b = 0 ⇒ b = −2a−→−
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  4

− x − 2x2
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3

حاصل  کدام است؟ - 18

صفر

گزینه 4 پاسخ:

با استفاده از دایرة مثلثاتی داریم:

1
2

1
2( (+ 6( (+π

6
π
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π

6
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6
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2 sin x − 1

− 1
π

6

2( + ε) − 11
2

− 1
π

6
1 + 2ε − 1

= = = −∞

− 1
π

6
0+

عدد منفی

0+

x

y

1-
2-

نمودار تابع  به صورت مقابل است، حاصل  کدام است؟ ([  ] نماد جزء صحیح است) - 19

  

f(f(x) − [x])lim
x→(−2)+

−22

−∞+∞

7

حد
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گزینه 3 پاسخ:

+(2−)با توجه به وضعیت نمودار در حوالی  خواهیم داشت:

(f(x) − [x]) = −∞ − [−2 + ε] = −∞ − (−2) = −∞ + 2 = −∞lim
x→(−2)+

مجموع حد راست و چپ تابع  در  کدام است؟ - 20

وقتی  آن گاه  و وقتی  آن گاه  است. (به جز زوایاي مرزي، گزینه 2 پاسخ:

کسینوس با کمانش نسبت معکوس دارد) و توجه کنید عدد صحیح از داخل جزء صحیح بیرون می آید.
 

   

f(x) = [4 cos x − 4]x =
π

3
−4−5−6−7

x → (
π

3
)+cos x = (

1
2

)−x → (
π

3
)−cos x = (

1
2

)+

−5

f(x) = [4 × ( ] − 4 = [ ] − 4 = 1 − 4 = −3lim
x→( )

π

3
+

1
2

)− 2−

f(x) = [4 × ( ] − 4 = [ ] − 4 = 2 − 4 = −2lim
x→( )

π

3
−

1
2

)+ 2+

⎫

⎭
⎬

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪
− →−−
مجموع

حاصل  کدام است؟ - 21

گزینه 4 پاسخ:

  

 [ ]lim
x→1+

1
[x] − x

−11+∞−∞

x → ⇒ [x] = 1 ⇒ [ ] = [ ] = [ ] = [ ] = [−∞] = −∞1+ lim
x→1+

lim
x→1+

1
[x] − x

lim
x→1+

1
1 − x

1
1 − 1+

1
0−

حاصل  کدام است؟ - 22

گزینه 2 پاسخ:

lim
n→+∞

(n + 2)! × n!

4((n + 1)!)2

1
2

1
4

24

= =lim
n→+∞

(n + 2)! × n!

4((n + 1)!)2
lim

n→+∞

(n + 2)! × n!

4(n + 1)! × (n + 1)!
lim

n→+∞

(n + 2)(n + 1)! × n!

4(n + 1)! × (n + 1) × n!

= =lim
n→+∞

n + 2
4(n + 1)

= =====
توان بیشتر

lim
n→+∞

n

4n
1
4

حاصل  کدام است؟ - 23

گزینه 2 پاسخ:

lim
x→0

2x − 2 x
−−√3

3x + 4 x
−−√3

1
2

−1
2

2
3

−2
3

= = = −lim
x→0

2x − 2 x−−√3

3x + 4 x−−√3
lim
x→0

(2 − 2)x−−√3 x2−−√3

(3 + 4)x−−√3 x2−−√3

−2
4

1
2

8
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حاصل  کدام است؟ - 24

می دانیم که  است. گزینه 4 پاسخ:

 

lim
x→

π

6

2 cos 2x − 1
2 x + sin x − 1sin2

−
2
3

2
3

4
3

−
4
3

cos 2a = 1 − 2 asin2

=lim
x→

π

6

2 cos 2x − 1
2 x + sin x − 1sin2

lim
x→

π

6

2(1 − 2 x) − 1sin2

2 x + 2 sin x − sin x − 1sin2

= =lim
x→

π

6

1 − 4 xsin2

2 sin x(sin x + 1) − (sin x + 1)
lim
x→

π

6

−(2 sin x − 1)(2 sin x + 1)

(sin x + 1)(2 sin x − 1)

= = = = −lim
x→

π

6

−(2 sin x + 1)

sin x + 1

−(2 × + 1)
1
2

+ 1
1
2

−2
3
2

4
3

، مشتق تابع  است.) تابع  خطی و  است. مقدار  چقدر است؟ (منظور از  - 25

اگر تابع  خطی باشد، تابع  نیز خطی است. حال دقت کنید که حد داده شده برابر عدد متناهی و حد مخرج صفر است؛ پس گزینه 1 پاسخ:

حد صورت نیز صفر است:

  

. در این صورت:  فرض کنید 

  

 با جایگذاري در حد داده شده داریم:

 

 پس:

   

 ضابطۀ تابع  را می یابیم:

    

 در این صورت:

f= 4lim
x→1

(2x) − 3f−1

x − 1
(f − )(2)f

′
f

′
f

1−13−3

ff−1

( (2x) − 3) = 0lim
x→1

f−1 ⇒ (2x) = 3lim
x→1

f−1 ⇒ (2) = 3f−1

(x) = ax + bf−1

(2) = 3f−1 ⇒ 2a + b = 3 ⇒ b = 3 − 2a (∗)

=lim
x→1

(2x) − 3f−1

x − 1
lim
x→1

(2ax + b) − 3
x − 1

= = 2a===
(∗)

lim
x→1

2ax + 3 − 2a − 3
x − 1

lim
x→1

2a(x − 1)

x − 1

2a = 4 ⇒ a = 2 b = −1−→
(∗)

⇒ (x) = 2x − 1f−1

f

y = 2x − 1 ⇒ 2x = y + 1 ⇒ x = y +
1
2

1
2

⇒ f(x) = x +
1
2

1
2

⇒ (x) =f ′ 1
2

(f − )(2) = f(2) − (2) = − = 1f ′ f ′ 3
2

1
2

9
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، آنگاه حاصل  کدام است؟ اگر  - 26

وجود ندارد

گزینه 2 پاسخ:

ابتدا حل عبارت  را بررسی می کنیم:

  

 توجه شود که اگر  آنگاه  و بنابراین  از این رو خواهیم داشت:

  

) پس هرچه  کوچک تر شود، مقدار آن افزایش می یابد. یعنی  تذکر: همچنین چون تابع  در  نزولی است، (

وقتی  مقدار آن بزرگ تر می شود، پس از مقادیر کمتر از  به  نزدیک می شود.

f(x) =

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

2x−1
x+4

5
+1x2

2x

x > 3

x = 3

x < 3

f( )lim
x→−∞

3x + 1
x − 2

5
7

5
3

5

f( )lim
x→−∞

3x + 1
x − 2

f( )lim
x→−∞

3x + 1
x − 2

= f( )lim
x→−∞

3x − 6 + 7
x − 2

= f(3 + )lim
x→−∞

7
x − 2

x → −∞→
7

x − 2
0−(3 + ) →

7
x − 2

3−

f( )lim
x→−∞

3 +
7

x − 2
  

3−

= f(x) =lim
x→3−

lim
x→3−

+ 1x2

2x
= =

10
6

5
3

3x + 1
x − 2

x < 2ad − bc < 0x

x → −∞33

تابع  در بازة  در چند نقطه حد ندارد؟ ([ ] علامت جزء صحیح است) - 27

در نقاطی که داخل براکت را به عدد صحیح تبدیل می کنند ممکن است حد موجود نباشد. در آن نقاط حد را بررسی می کنیم. گزینه 2 پاسخ:

: در بازة 

 

 

 

 تابع در تمام نقاط بازة  حد دارد.

f(x) = ( x − 1)[cos x]sin2(0, 2π)

1023

(0, 2π)

x =
π

2
→ ( x − 1)[cos x] =lim

x→( (
π

2
)+ یا

π

2
)−

sin2 0 × 0 = 0
0 × −1 = 0

حد موجود است.

x = π →

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

( x − 1)[cos x] = (−1) × −1 = 1lim
x→π+

sin2

( x − 1)[cos x] = −1 × −1 = 1lim
x→π−

sin2 حد موجود است.

x =
3π
2

→

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

( x − 1)[cos x] = 0 × 0 = 0lim

x→(
3π
2

)+

sin2

( x − 1)[cos x] = 0 × −1 = 0lim

x→(
3π
2

)−

sin2 حد موجود است.

(0, 2π)
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اگر  آنگاه، مقادیر  و  کدام اند؟ - 28

: مجموع  عدد زوج می دانیم:  گزینه 2 پاسخ:

چون حد تابع در منفی بی نهایت خواسته شده است پس از قاعدة پرتوان استفاده می کنیم.

  

 واضح است که  است. از طرفی اگر  باشد با توجه به اینکه  می رود عبارت از داخل قدر مطلق مثبت خارج می شود

. و خواهیم داشت  که نادرست است پس 

   

= −1lim
x→−∞

( − 1)( − 1) ⋯ ( − 1)a2x2 a4x4 a100x100
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√50

− 1a49xk
ak

k = 51 , a = −1k = 51 , a = 1k = 49 , a = −1k = 49 , a = 1

= n ⋅ (n + 1)2 + 4 + 6 + ⋯ + 2n
  

nتا

n

lim
x→−∞

a2+4+⋯+100x2+4+⋯+100− −−−−−−−−−−−−−−−−−√50

a49xk
= lim

x→−∞

a50×51x50×51− −−−−−−−−−√50

a49xk
= = −1lim

x→−∞

| |a51x51

a49xk

k = 51a = −1x → −∞

= −1a2a = 1

⇒ = −1lim
x→−∞

−a51x51

a49xk
⇒ = 1a2 a = 1−→−

a>0

حاصل  کدام است؟ - 29

حد توابع چندجمله اي به ازاي  با حد جمله اي که بزرگترین درجه (توان) را دارد مساوي است (قضیه پرتوان). بر گزینه 4 پاسخ:

مبناي قضیه پرتوان، پرتوان ترین جملات زیر رادیکال ها را تعیین می کنیم و به صورت زیر ادامه می دهیم:

   

lim
x→−∞

−9 + 2xx2
− −−−−−−

√ x − x3− −−−−−√3

2x + |4x − 1|

1
3

2
3

4
3

1

x → ±∞

=lim
x→−∞

−9x2
−−−

√ −x3− −−−√3

2x + |4x|
lim

x→−∞

3|x| + x

2x − 4x
= = = 1lim

x→−∞

−3x + x

2x − 4x
lim

x→−∞

−2x
−2x

، نماد جزء صحیح است.) مجموع حد چپ و راست تابع  در  کدام است؟ ( - 30

صفر

با توجه به دایرة مثلثاتی ملاحظه می شود که در کمان هاي  و  مقدار سینوس اندکی بیشتر از  است. بنابراین: گزینه 3 پاسخ:

 

عددي که اندکی بیشتر از  است وقتی به توان  برسد، بیشتر از  خواهد بود و اگر به طور غیررسمی به جاي آن مثلاً  قرار دهیم
خواهیم داشت.

f(x) = [ ]
1
(7x)sin3

x =
π

2
[ ]

2−4−1

7π
2

−7π
2

+

−1

[ ] = = = [ ]lim
x→

π

2

1
7xsin3

⎡

⎣
⎢

1

(sin3 7π
2

)−

⎤

⎦
⎥

⎡
⎣

1

( )(−1)+ 3

⎤
⎦

1
(−1)+

−13−1−0٫99

[ ] = [− ] = −2
1

−0٫99
100
99
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4−2− به طور مشابه به حد راست هم  خواهد شد و مجموع حد راست و چپ  خواهد بود.
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