
گزینه 1  . 1

. پس داریم:  با توجه به پیوسته بودن تابع  در  نتیجه می شود 

 

گزینه 3  . 2

نکته: مشتق تابع   در نقطۀ   که در آن   در نقطه ي   مشتق پذیر و   باشد، به صورت 

 است.

فقط از عامل صفرشونده یعنی  مشتق می گیریم و سپس عددگذاري می کنیم.

گزینه 2  . 3

مماس بر منحنی موازي وتر  است پس مقدار مشتق، مساوي شیب خط  می باشد ؛ شیب خط گذرا از  برابر است با :

 

شیب خط مماس بر منحنی  در نقطه  اي به  طول  برابر با شیب خط گذرنده از دو نقطۀ   و  است. گزینه 1  . 4

   شیب خط مماس در  

گزینه 3 نقاطی از دامنه است که تابع در آن نقاط مشتق پذیر نیست. در نقاط  و  به خاطر وجود مماس قائم، در  به  . 5

،  عضوي است. خاطر عدم پیوستگی و در  به خاطر گوشه بودن، مشتق وجود ندارد، یعنی 
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در ابتدا باید بگوئیم، تابع  در  پیوسته است و مشتق چپ و راست دارد.

 

، بنابراین:  اکنون توجه کنید که  و 

 

 

.  بنابراین 

؛ پس می توان نوشت: گزینه 4  . 7

 

حد    

دقت دارید که  و  برابر شیب خطوط  و  است.

گزینه 3  . 8

. می دانیم:   

با توجه به تعریف تابع  مشخص است که  است، پس:

 

 

از تعریف مشتق استفاده می کنیم: گزینه 4  . 9

 

 

 بنابراین:

 

در یک همسایگی نقطۀ  داریم: گزینه 1  . 10

 

 بنابراین خواهیم داشت:
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گزینه 2  . 11

 حد خواسته شده را به صورت تعریف مشتق می نویسیم:

، داریم:  چون 

 با فرض  داریم:

 خواسته سؤال برابر است با:

 

گزینه 4  . 12
ابتدا قدرمطلق را در نقطۀ موردنظر تعیین علامت می کنیم و سپس از قوانین مشتق استفاده می کنیم:

 

، پس: چون  گزینه 3  . 13

خط  با شیب  از نقطۀ  عبور می کند. بنابراین معادلۀ آن به صورت  است. نقطۀ  با عرض  روي این خط

است، پس:

  

 از طرف دیگر خط  بر خط  عمود است، پس این خط با شیب  از نقطۀ  می گذرد و معادلۀ آن به صورت زیر است:
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 خط  محور طول ها را در نقطۀ  قطع می کند، پس:

   

چون خط  در نقطه هایی به طول  و  بر نمودار تابع  مماس است، پس شیب این خط با  و  برابر گزینه 4  . 14

است. اگر این شیب  باشد، آن گاه:

 

، پس:  از طرف دیگر شیب خط  برابر است با 

 

 خط  از نقطۀ  با شیب 2 عبور می کند، پس معادلۀ آن به صورت زیر است:

 

 
 در نتیجه حاصل برابر است با:

 

از معادله مماس به صورت  متوجه می شویم که: گزینه 4  . 15

 

 حال در تابع  به ازاي  داریم:

 

 

، به صورت  است.  پس معادله مماس گذرا از نقطۀ  با شیب 

ابتدا تابع معکوس را به  دست می آوریم:  گزینه 1  . 16

  

 

طبق فرمول مشتق تابع مرکب داریم: گزینه 2  . 17
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، پس داریم:  مقدار  برابر است با 

 

ضابطه تابع مشتق  به صورت  است و داریم:

 

 پس مقدار مشتق مورد نظر برابر است با:

 

. حال داریم: خط  بر نمودار تابع  در  مماس است، پس  گزینه 4  . 18

 

  

تابع در  پیوسته است و در یک همسایگی آن داریم: گزینه 1  . 19
 

 

  نیز در  پیوسته است و در یک همسایگی آن داریم:
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  می دانیم:

، باید از تساوي اخیر یک  بار دیگر مشتق بگیریم:  براي رسیدن  به 
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ابتدا پیوستگی تابع را در نقطۀ مرزي  بررسی می کنیم و نیز می دانیم به ازاي  داریم: گزینه 1  . 21

 پس:

 

 

    

 درنتیجه داریم:

 

تابع  روي  مشتق پذیر است، پس در  هم مشتق پذیر و در نتیجه پیوسته است. شرط پیوستگی به صورت زیر گزینه 1  . 22
است:

  

  

  
  شرط مشتق پذیري به صورت زیر است:

  

.  درنتیجه: 

تابع  در  و تابع  در  مشتق پذیر نیست. پس تابع  در گزینه 3  . 23

این دو نقطه می تواند مشتق پذیر نباشد. براي این که تابع  در تمام نقاط مشتق پذیر باشد، باید این دو نقطه در دامنۀ تابع  نباشند. دامنۀ

تابع  بازة  است، پس
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،  و  نمی تواند باشد.  ،  ،  بنابراین  مقادیر 

گزینه 4  . 24

مشتق تابع  در  را حساب می کنیم:

    

در نتیجه  و در نقطۀ  مماس افقی بر نمودار تابع  رسم می شود.
گزینه 2  . 25

 

ریشه هاي سادة قدرمطلق نقاط مشتق ناپذیر است، پس داریم:

  

 بنابراین تابع در دو نقطه   مشتق ناپذیر است.

گزینه 2  . 26

آهنگ متوسط  

 براي محاسبۀ آهنگ آنی (لحظه اي) باید از تابع در  مشتق بگیریم.
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  آهنگ آنی در 

 طبق اطلاعات مسئله داریم:

 

نقطۀ  را به صورت  در نظر می گیریم. تابع موردنظر به صورت زیر است: گزینه 2  . 27

 
آهنگ لحظه اي تغییر این تابع برابر مشتق آن است. پس:

 

پس نقطۀ  به صورت    است و فاصلۀ آن تا  برابر است با:

 

راه حل اول: سرعت متوسط در بازة زمانی  برابر است با:  گزینه 2  . 28

 سرعت لحظه اي موشک در لحظۀ  برابر  است. داریم:

 
 با توجه به فرض سؤال داریم:

 راه حل دوم: در توابع درجۀ دوم، آهنگ متوسط تغییر تابع در یک بازه با آهنگ آنی تغییر در وسط آن بازه برابر است. نقطۀ وسط بازة

،  می باشد.

می دانیم:    گزینه 1  . 29

در توابع متناوب فاصلۀ بین دو ماکزیمم متوالی یک دورة تناوب است، بنابراین:

 

 

. بنابراین:  دورة تناوب  برابر  است، پس 

 

 بنابه رابطۀ  داریم:
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1 − + 1 =
a

9

2

3
⇒ = ⇒

a

9

4

3
a = 12

A(x, )x−−√

d(x) = =(x − 4 + ( − 0)2 x−−√ )2− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ − 7x + 16x2

− −−−−−−−−−−
√

(x) = ⇒ = −d ′
−1

4

2x − 7

2 − 7x + 16x2
− −−−−−−−−−−

√

1

4

⇒ −4x + 14 = ⇒ 15(x − 3)(x − 4) = 0 ⇒ x = 3 , x = 4− 7x + 16x2
− −−−−−−−−−−

√ غ ق ق

A(3, )3
−−

√B

d(3) = = 29 − 21 + 16
− −−−−−−−−−

√

[3, 9]

= = = 40
f(9) − f(3)

9 − 3
(3 × 81 + 4 × 9 − 2) − (3 × 9 + 12 − 2)

6
277 − 37

6
t = a(a)f ′

(t) = 6t + 4 ⇒ (a) = 6a + 4f ′ f ′

6a + 4 = 40 ⇒ a = = 6
36
6

[3, 9]a = 6

= k ⋅ (a)lim
h→0

f(a + k ⋅ h) − f(a)

h
f ′

T = −1 − (−3) = 2 ⇒ f(x + 2) = f(x) ⇒ f(x + 2n) = f(x)

⇒ (x + 2n) = (x) n ∈ Z (I)f ′ f ′ و

f2f(−6) = f(6)

= = 5 (6)lim
h→0

f(6 + 5h) − f(−6)

h
lim
h→0

f(6 + 5h) − f(6)

h
f ′

(I)

8
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راه حل اول: گزینه 3  . 30

 

 

توجه شود که هر دو عبارت  و  برابر  هستند.

راه حل دوم: از قضیۀ هوپیتال استفاده می کنیم، چرا که حد  است:

 

روش اول: بنابر تعریف مشتق تابع  در نقطۀ  داریم: گزینه 4  . 31

 

، تابع  پیوسته و مشتق پذیر است و می توان ضابطه آن را   درنظر روش دوم: در یک همسایگی 

گرفت.

(6) = (8) = m =f ′ f ′ 1
2

⇒ 5 (6) = 5( ) = 2٫5f ′
1
2

=lim
x→4

f(x) − f(4)

+ 4x − 32x2
lim
x→4

f(x) − f(4)

(x − 4)(x + 8)
= × = (4) × = 2lim

x→4

f(x) − f(4)

x − 4
lim
x→4

1

x + 8
f ′

1

12
⇒ (4) = 24f ′

⇒ lim
h→0

+ hh3

f(4 + h) − f(4)

= = × ( + 1)lim
h→0

h( + 1)h2

f(4 + h) − f(4)
lim
h→0

h

f(4 + h) − f(4)
lim
h→0

h2 = × 1 = =
1

(4)f ′

1

(4)f ′

1

24

lim
x→4

f(x) − f(4)

x − 4
lim
h→0

f(4 + h) − f(4)

h
(4)f ′

0

0

= = 2lim
x→4

f(x) − f(4)

+ 4x − 32x2
= ===
HOP

lim
x→4

(x)f ′

2x + 4

(4)f ′

12
⇒ (4) = 24f ′

= =− →−−−−−
محاسبۀ حد دوم

lim
h→0

+ hh3

f(4 + h) − f(4)
= ===
HOP

lim
h→0

3 + 1h2

(4 + h)f ′

1

(4)f ′

1

24

fx = 3

(3) = =f ′ lim
x→3

f(x) − f(3)

x − 3
lim
x→3

− 1x − x + 1
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

x − 3

= ×lim
x→3

x − − 1x + 1
− −−−−

√

x − 3
lim
x→3

1

+ 1x − x + 1
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

= × ×lim
x→3

(x − 1 − (x + 1))2

x − 3

1

(x − 1) + x + 1
− −−−−

√

1

2
= × × =lim

x→3

− 3xx2

x − 3

1

4

1

2

1

8
lim
x→3

x(x − 3)

x − 3

= =lim
x→3

x

8

3

8

x = 3fy = x − x + 1
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

9
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گزینه 1  . 32

براي محاسبۀ  باید از تعریف مشتق استفاده کنیم؛ یعنی داریم:

 
_ 234

y

x_

2
3

_

y = f ( )x

 

، باید براي محاسبۀ  حتما از تعریف ریاضی مشتق استفاده  توجه شود که به دلیل ناپیوستگی تابع  در نقطۀ 

. کنیم و همچنین توجه شود که  ولی 

گزینه 2 را در صورت اضافه و کم می کنیم.  . 33

  

در حد داده شده، حد مخرج صفر و حاصل آن متناهی است؛ پس حد صورت صفر است: گزینه 2  . 34

  

از طرفی داریم:

 

 

= = = ⇒ (3) =y ′

1 −
1

2 x + 1
− −−−−

√

2 x − x + 1
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
−→−
x=3

y ′

1 −
1

4
2(1)

3

8
f ′

3

8

(−3)g′

(−3) = =g′ lim
x→−3

g(x) − g(−3)

x + 3
lim
x→−3

( − 9)f(x) − 0x2

x + 3

= = (x − 3)f(x)lim
x→−3

(x − 3)(x + 3)f(x)

x + 3
lim
x→−3

= (x − 3) × f(x) = −6 × 2 = −12lim
x→−3

lim
x→−3

y = f(x)x = −3(−3)g′

f(−3) = 3f(x) = 2lim
x→−3

f(1)

lim
h→0+

f(1 + 2h) − f(1) + f(1) − f(1 − h)

h

= lim
h→0+

f(1+2h)−f(1)

h

2h = t → h = t

2

− lim
h→0+

f(1−h)−f(1)

h

−h = t → h = −t

= − = 2 (1) + (1) = 2(3) + 1 = 7lim
t→0+

f(1 + t) − f(1)

t

2

lim
t→0−

f(1 + t) − f(1)

−t
f

′
+ f

′
−

f(x) − 4 = 0 ⇒ f(x) = 4 f(2) = 4lim
x → 2

lim
x → 2

− →−−−−−−−−−−
fپیوستھ و مشتق پذیر است

= × = (2) × = 1lim
x → 2

f(x) − 4

− 4x2
lim
x → 2

f(x) − f(2)

x − 2

1

x + 2
f ′ 1

4
⇒ (2) = 4f ′

⇒ ×lim
h→0

2 − f(2 + h)
− −−−−−−

√

h

2 + f(2 + h)
− −−−−−−

√

2 + f(2 + h)
− −−−−−−

√
= = −lim

h → 0

4 − f(2 + h)

h × 4

1

4
lim
h → 0

f(2 + h) − f(2)

h

= − (2) = − (4) = −1
1

4
f ′ 1

4
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حد داده شده را بازنویسی می کنیم: گزینه 2  . 35

   

با توجه به این که  ، در نتیجه می توان نوشت: گزینه 2  . 36

 

حال داریم:

 

 

ضابطۀ تابع ها را ساده می کنیم: گزینه 3  . 37
 

 

به همین ترتیب در همسایگی  داریم:

  

پس:     

 

 

ابتدا توجه شود که حاصل  همان مشتق تابع  در نقطۀ  گزینه 4  . 38

است. بنابراین خواهیم داشت:

 

 

4 = f(x) ⋅lim
x→1

2f(x) − a

x − 1
= f(1) ⋅ lim

x→1

2f(x) − 2f(1)

x − 1
= × 2

a

2
lim
x→1

f(x) − f(1)

x − 1
= a (1) =f ′ a2

⇒ a = ±2

( =
f(x)

g(x)
)′

(x)g(x) − (x)f(x)f ′ g′

(x)g2

(x)g(x) − (x)f(x) = ( × (x)f ′ g′
f(x)

g(x)
)′ g

2

= =
f(x)

g(x)

1

x − + 1x2
− −−−−

√

x + + 1x2
− −−−−

√

1

(x − )(x + )+ 1x2
− −−−−

√ + 1x2
− −−−−

√

= = = −1 ⇒ ( = 0
1

− ( + 1)x2 x2

1
−1

f(x)

g(x)
)′

(x)g(x) − (x)f(x) = ( ⋅ (x) = 0 × (x) = 0f ′ g′ f(x)

g(x)
)′ g2 g2

f(x) = =(x − 4) + 4 + 4x − 4
− −−−−

√
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ( + 2)x − 4
− −−−−

√
2− −−−−−−−−−−−

√ = + 2 = + 2∣
∣ x − 4

− −−−−
√ ∣

∣ x − 4
− −−−−

√

x = 10

g(x) = − 2 = − 2∣
∣ x − 4

− −−−−
√ ∣

∣ x − 4
− −−−−

√

f(x) + g(x) = 2 x − 4
− −−−−

√ ⇒ (x) + (x) =f ′ g′ 1

x − 4
− −−−−

√

⇒ ( + )(10) = =f ′ g′ 1

6
−−

√

6
−−

√

6

lim
h→0

f(2 + h)g(2 + h) − f(2)g(2)

h
(f ⋅ g)(x)x = 2

= (f ⋅ g (2)lim
h→0

f(2 + h)g(2 + h) − f(2)g(2)

h
)′

(f ⋅ g (x) = (x)g(x) + (x)f(x))′ f ′ g′ ⇒ (f ⋅ g (2) = (2)g(2) + (2)f(2))′ f ′ g′
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ابتدا ضابطۀ تابع  را تا حد امکان ساده می کنیم، سپس از ساده شدة آن مشتق می گیریم: گزینه 3  . 39

  

 

می دانیم که  است.  گزینه 1  . 40

 

 حاصل ضرب دو عبارت زمانی صفر است که حداقل یکی از آن ها صفر شوند. توجه کنید که به ازاي  تساوي صورت سؤال

برقرار نمی شود. زیرا  است ولی  است پس حتماً  است. 

(x) = 3 − , (x) = =f ′
x2 4

3 (4x)2
− −−−−

√3
g′ 8

2 8x
−−

√

4

8x
−−

√

(2) = 3(2 − = 12 − = ,f ′ )2 4

3 64
−−

√3
1
3

35
3

(2) = = 1 ,g′ 4

16
−−

√
f(2) = 6 , g(2) = 4

(f ⋅ g (2) = × 4 + 1 × 6 = + 6 =)′
35

3

140

3

158

3

f

f(x) = +
( + 1)( − + 12x

−−
√3 4x2

−−−
√3 2x

−−
√3

2 − 3x − 2x2

+ 2x2 x−−√

x + 2x−−√

⇒ f(x) = +
2x + 1

(x − 2)(2x + 1)

(x + 2x−−√ x−−√

x + 2x−−√
⇒ f(x) = +

1
x − 2

x−−√

⇒ (x) = +f ′ −1

(x − 2)2

1

2 x−−√
⇒ (1) = + = −f ′ −1

1

1

2

1

2

( =
f

g
)′

g − ff ′ g′

g2

(a)g(a) = f(a) (a)f ′ g′ → (a)g(a) − f(a) (a) = 0f ′ g′

→ ( (a) × (a) = 0
f

g
)′ g

2

g(a) = 0

(2)g(2) = 0f ′f(2) (2) ≠ 0g′( (a) = 0
f

g
)′

( = ( = ( = 0
( − 1)(x + 1)x2

x − 2
)′ (x + 1)(x − 1)(x + 1)

x − 2
)′ (x + 1 (x − 1))2

x − 2
)′

→ = 0
[2(x + 1)(x − 1) + (x + 1 ](x − 2) − 1(x + 1 (x − 1))2 )2

(x − 2)2

→ = 0
2(x + 1)(x − 1)(x − 2) + (x + 1 (x − 2) − (x + 1 (x − 1))2 )2

(x − 2)2

→ = 0
[2( − 3x + 2) + ( − x − 2) − ( − 1)](x + 1)

فاکتور
x2 x2 x2

(x − 2)2
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 در گزینه ها فقط  موجود است.

توجه کنید که  و درنتیجه: گزینه 2  . 41

 

 بنابراین:

 

پس  و  پس:

گزینه 3  . 42

 

 پس اگر  ، آنگاه:

 

 و اگر  ، آنگاه:

 

 پس همواره  و درنتیجه  .

گزینه 1  . 43

 

، آن گاه  ، آن گاه  و اگر  . همچنین اگر  ، معلوم است که  حال با توجه به نمودار تابع 

. زیرا شیب خط مماس هاي رسم شده بر نمودار تابع  در ناحیۀ دوم مثبت هستند و شیب مماس هاي رسم شده بر نمودار

. تابع  در ناحیۀ اول منفی هستند. در ضمن 

→ = 0
(x + 1)(2 − 7x + 3)x2

(x − 2)2
→

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = −1
x = 3

x =
1

3
x = −1

f(x) = 2x

1

2

(x) = 2 × =f ′ 1
2
x

−1
1
2 x

−
1
2

(x) = − = −f ′′ 1

2
x

− −1
1
2

1

2
x

−
3
2

k(2 − (2 )(− ) = 17(x

1
2 )2n

x

1
2

1
2
x

−
3
2 x

−
1
2 )2

k + = 17 ⇒ k = 164n
x
n

x
−1

x
−1 4n

x
n

x
−1

n = −1k = 164n

k = 16 ⇒ k = 64 ⇒ k − n = 654−1

f(x) =

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
x

3
5
x

x ≥ 0

x ≤ 0
, g(x) = { 5x

3x
x ≥ 0
x ≤ 0

x ≥ 0

g(x) = 5x ≥ 0 ⇒ fog(x) = f(5x) = × 5x = 3x
3
5

x ≤ 0

g(x) = 3x ≤ 0 ⇒ fog(x) = f(3x) = 3x

y = fog(x) = 3x= 3y ′

(x) = > 0 f(x) − x (x) > 0g′ f(x) − x (x)f ′

(x)f 2
− →−−−

(x)>0g ′

f ′

ff(x) > 0x < 0(x) > 0f ′x > 0

(x) < 0f ′f

f(0) = 0f ′
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پس داریم:

  

 

 پس تمام اعداد حقیقی جواب نامعادلۀ  هستند.

توجه کنید که: گزینه 1  . 44

 

از طرف دیگر مشتق تابع  را در  محاسبه می کنیم:

 

. حال طبق تعریف مشتق داریم: توجه کنید که  گزینه 3  . 45

   

 

 طرفین تساوي هاي بالا را در هم ضرب می کنیم:

صد قدر مطلق وجود دارد که به ازاي    داخل  قدر مطلق اول، منفی و داخل  قدر مطلق بعدي گزینه 1  . 46

مثبت است.

x ≥ 0 : x (x) ≤ 0 ⇒ −x (x) ≥ 0 ⇒ f(x) − x (x) > 0 ⇒ (x) > 0f ′ f ′ f ′ g′

x ≤ 0 : x (x) ≤ 0 ⇒ −x (x) ≥ 0 ⇒ f(x) − x (x) > 0 ⇒ (x) > 0f ′ f ′ f ′ g′

(x) > 0g′

= × = (2) × = (2) = −lim
x→2

f(x) − f(2)

(x − 2)(x − 1)
lim
x→2

f(x) − f(2)

x − 2
lim
x→2

1

x − 1
f ′

1

2 − 1
f ′

4

3
fx = 2

(x) =f ′

(2x + k) − 2
x2

2 + 5x2
− −−−−

√
+ 5x2

− −−−−
√

(2x + k)2

⇒ (2) = = =f ′

(4 + k) − 6
2

3
(4 + k)2

− + k
10

3

2

3
(4 + k)2

−4

3

4(k + 4 = 10 − 2k ⇒ 4 + 34k + 54 = 0 → k = =)2 k2 مجموع مقادیر
−34

4
−17

2

f(2) = 3

(2) =f ′ lim
h→0

f(h) − f(2)

h − 2
⇒ = 6lim

h→2

f(h) − 3

h − 2
⇒ = 6lim

h→0

f(2 − h) − 3
−h

⇒ = −6lim
h→0

f(2 − h) − 3
h

(2) = = 6f ′ lim
h→0

f(2 + h) − f(2)

h
⇒ = 6lim

h→0

f(2 + h) − 3
h

( × ) = −6 × 6lim
h→0

f(2 − h) − 3
h

f(2 + h) − 3
h

⇒ = −36lim
h→0

f(2 − h)f(2 + h) − 3(f(2 − h) + f(2 + h)) + 9
h2

x = − = −4٫5
9

2
595

y = | | + | | + | | + | | + | | + | | + ⋯ + | |x 
−

x + 1
  

−

x + 2
  

−

x + 3
  

−

x + 4
  

−

x + 5
  

+

x + 99
  

+

→ y = −5x + 95x + → = −5 + 95 + 0 = یک سری عدد90 y ′
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اگر دو تابع  و  برهم مماس باشند معادله ي تلاقی آن ها ریشه ي مضاعف دارد. گزینه 1  . 47

 

دقت کنید که ریشه ي مضاعف در مشتق معادله هم صدق می کند.

 

گزینه 4  . 48

منحنی داده شده و خط    (نیمساز ناحیه ي اول و سوم) را تلاقی می دهیم.

معادله ي تلاقی  

: شرط ریشه ي مضاعف

دقت کنید در ناحیه ي اول،  مثبت است.

گزینه 4  . 49

  شیب 

چون خط مماس بر این خط عمود است، پس شیب خط مماس برابر  است، یعنی مشتق برابر  است. بنابراین داریم:

   شیب خط مماس

و فاصله این دو نقطه برابر است با:

y = f(x)y = g(x)

⎧

⎩⎨
f(x) = + + 2x − 3x3

3
x2

g(x) = 2 + x + ax2

+ + 2x − 3 = 2 + x + a → + 3 + 6x − 9 = 6 + 3x + 3a−→−
تلاقی

x3

3
x2 x2 x3 x2 x2

→ : −معادلھ ی تلاقی 3 + 3x − 9 − 3a = 0x3 x2

3 − 6x + 3 = 0 → − 2x + 1 = 0 →  = 0 → → f(1) = + 1 + 2 − 3 =x2 x2 (x − 1)
2

x = 1
طول نقطھ ی تماس

1

3

1

3
عرض نقطھ ی تماس

y = x

{ → ax = + 5x + 4 → :ay = + 5x + 4x2

y = x
x2 + (5 − a)x + 4 = 0x2

Δ = 0 (5 − a − 16 = 0 ⇒ a − 5 = ±4 ⇒ {− →−−−−−
−4ac=0b2

)2 a = 9
a = 1

a = 9 − 4x + 4 = 0 → (x − 2 = 0 → x = 2 ✓− →−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 )2

a = 1 + 4x + 4 = 0 → (x + 2 = 0 → x = −2 ×− →−−−−
معادلھ ی تلاقی

x2 )2

x

= −
1
4

4y + x = 7 ⇒ 4y = −x + 7 ⇒ y = − x + ⇒
1
4

7
4

44

= 4 ⇒ (x) = 4f ′

f(x) = ⇒ (x) = =
5x − 2

3x + 6
f ′ 5(3x + 6) − 3(5x − 2)

(3x + 6)
2

36

(3x + 6)
2

(x) = 4 ⇒ = 4 ⇒ = 9 ⇒ 3x + 6 = ±3f ′ 36

(3x + 6)
2

(3x + 6)
2

⇒

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

x = −1 : y = = − ⇒ A(−1, − )
−5 − 2

−3 + 6

7

3
7
3

x = −3 : y = = ⇒ B(−3, )
−17

−3

17

3
17
3
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هر دو معادلۀ  و  باید ریشه مضاعف داشته باشند، پس: گزینه 1  . 50

 

 

  

  

) نتیجه می شود  و در نتیجه: ) و (  از (

 

.  در نتیجه 

مشتق تابع در  همان شیب خط مماس است که برابر خواهد بود با: گزینه 1  . 51

پس معادله خط مماس و مقدار تابع در  برابر است با:

 

 

حال براساس حد داده شده در صورت سؤال داریم:

  

می دانیم:   گزینه 4  . 52
با مشتق گیري از تساوي داده شده خواهیم داشت:

می دانیم  است. گزینه 3  . 53

AB = = = = 2+(−3 + 1)2 ( + )
17

3

7

3

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

⎷
 4 + 64

− −−−−−
√ 68

−−
√ 17

−−
√

f(x) = ax + bg(x) = ax + b

f(x) = ax + b ⇒ − 4x = ax + b ⇒ − (a + 4)x − b = 0x2 x2

Δ = 0 ⇒ (a + 4 + 4b = 0 (1))2

g(x) = ax + b ⇒ + 2x = ax + b ⇒ − (a − 2)x − b = 0x2 x2

Δ = 0 ⇒ (a − 2 + 4b = 0 (2))2

12(a − 2 = (a + 4)2 )2

⎧
⎩⎨

a − 2 = a + 4 غ ق ق

a − 2 = −a − 4 ⇒ a = −1 ⇒ (−1 − 2 + 4b = 0 ⇒ b = −)2 9
4

ab =
9
4

x = 1

x = 1

(1) = = −f ′ 0 − 1
a − 0

1
a

: y − 1 = − (x − 0) ⇒ y = − x + 1 ⇒ f(1) = 1 معادلۀ خط مماس−
1
a

1
a

1
a

( × ) = (1) ×lim
x→1

f(x) − f(1)

(x − 1)

f(x) + f(1)

+ x + 1x2
f ′

2f(1)

3

= × (− )(1 − ) = − ⇒ 3 − 16a + 16 = 0
2

3

1
a

1
a

1

8
a2 ⇒ (3a − 4)(a − 4) = 0 ⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪
a =

4

3
a = 4

y = f(u) → = ⋅ (u)y ′
u

′ f ′

f(x − 1) + 2f(1 − x) = ⇒ (x − 1) − 2 (1 − x) = 2xx2 f ′ f ′

⇒ { x = 0 : (−1) − 2 (1) = 0 ⇒ (−1) = 2 (1)f ′ f ′ f ′ f ′

x = 2 : (1) − 2 (−1) = 4f ′ f ′

(1) − 2 (−1) = 4 → (1) − 2(2 (1)) = 4 → (1) − 4 (1) = 4f ′ f ′ f ′ f ′ f ′ f ′

→ −3 (1) = 4 → (1) =f ′ f ′
−4

3

y = (gof)(x) → = (x) ⋅ (f(x))y ′ f ′ g′

16
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 چون شاخۀ سمت چپ تابع  حالت خطی داشته و مشتق آن برابر شیب خط است پس  است.

 

گزینه 1  . 54

   ابتدا تابع  و  را تعیین علامت می کنیم و می دانیم:

 

از آنجا که ضابطههاي توابع  و  در  عوض میشود و مشتقپذیري تابع  را در مبدأ مختصات خواسته است، به صورت زیر

عمل میکنیم:

باید مشتق چپ و راست در  برابر باشند.

 

گزینه 2  . 55

 

 حال  و  را محاسبه می کنیم:

   

   

 پس داریم:

y = (gof)(x) → = (x) ⋅ (f(x))y ′ f ′ g′ → = 3( ( ) (( )y ′ x

x + 1
)2 1(x + 1) − 1(x)

(x + 1)2
g′ x

x + 1
)3

(1) = 3( )( ) ( )− →−−
x=1

y ′
1

4

1

4
g′

1

8
→ (1) = ( )y ′

3

16
g′

1

8

g( ) = = 4g′ 1

8

16

4

: (1) = (4) پس= y ′
3

16

3

4

f(x)g(x)y = gof(x) → = (x) ⋅ (f(x))y ′ f ′ g′

f(x) = 3x + |x| = { , g(x) = x + a |x| =
4x x ≥ 0
2x x < 0

3

4

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

( + a)x x ≥ 03
4

( − a)x x < 03
4

fgx = 0gof

(gof) (0) ⇒′

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪

(gof) (0) = f (0) × (f( )) = (4) × ( + a)′

+

′

+
g′ 0+ 3

4

(gof) (0) = f (0) × (f( )) = (2) × ( − a)′

−

′

−
g′ 0− 3

4
x = 0

(gof) (0) = (gof) (0) ⇒ 3 + 4a = − 2a ⇒ 6a = − ⇒ a = −′

−

′

+

3

2

3

2

1

4

f(x) = − 1 ⇒
x2

16

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪

f(16) = − 1 = 15
162

16

(x) = = ⇒ (16) = = 2f ′
2x
16

x

16
f ′

16
8

g(16)(16)g′

g(2x ) = − 1x−−√
x2

16
g(16) = − 1 = 0−→−

x=4 42

16

f(x) = g(2x )x−−√ ⇒ (x) = 3 × (2x )f ′ x−−√ g′ x−−√ 3 (2x ) =− →−−−−

(x)=f ′ x

8
x−−√ g′ x−−√

x

8
6 (16) =−→−

x=4
g′

1

2

⇒ (16) =g′ 1

12
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گزینه 2  . 56

می دانیم که عبارت  همان مشتق عبارت  است، پس:

گزینه 2  . 57

روش هوپیتال: اگر  و  و  در  مشتق پذیر باشند، آنگاه:

 

از طرفی  می دانیم:   

 

مقدار  را به صورت زیر حساب کرده ایم:

گزینه 2  . 58
با توجه به فرض داریم:

 

 حال از عبارت  مشتق می گیریم:

می دانیم که  است.  گزینه 3  . 59

 

y(x) = (f ⋅ g)(x) ⇒ (x) = (x)g(x) + (x)f(x)y ′ f ′ g′

(16) = (16)g(16) + (16)f(16) = 2 × 0 + × 15 = =y ′ f ′ g′
1

12

15

12

5

4

(x) ⋅ (f(x))f ′ g′gof(x)

g(f(x)) = = = = x ⇒ (g(f(x) = 1
f(x)

1 + (x)f
2

− −−−−−−−
√

x

1 − x2
− −−−−

√

1 +
x2

1 − x2

− −−−−−−−−

√

x

1 − x2
− −−−−

√

1 − +x2 x2

1 − x2

− −−−−−−−−−

√
)′

=lim
x→a

f(x)

g(x)

0
0

f ′g′x = a

= =lim
x→a

f(x)

g(x)
lim
x→a

(x)f ′

(x)g′

(a)f ′

(a)g′

( = n ⋅ ⋅un)′ u′ un−1

f(x) = ⇒ (x) = ⇒ (x) =(x + 3)

1
2 f ′ 1

2
(x + 3)

−
1
2 f ′′ −1

4
(x + 3)

−
3
2

= = = = 16lim
h→0

h

(1 − h) − (1 + h)f ′ f ′

0

0
− →−−
HOP

lim
h→0

1

− (1 − h) − (1 + h)f ′′ f ′′

1

−2 (1)f ′′

1

−2(− )
1
32

(1)f ′′

(1) = − (1 + 3 = − × = − × = −f ′′ 1

4
)

−
3
2

1

4

1

4
3
2

1

4

1

43
−−

√

1

32

⇒ (x) = 1 + 5 (x) ⋅  (∗)f ′ g′ (g(x))4f(x) = x + 1 + (g(x))5

  (0) = 1 + 5 (0)(g(0) 1 = 1 + 5 (0) ⇒ (0) = 0−→−
x=0

f ′ g′ )4 − →−−−−−−−
(0)=g(0)=1f ′

g′ g′

(∗)

⇒ (x) = 5 (x) + 5 (x)(4 (x) )f ′′ g′′ (g(x))4
g′ g′ (g(x))3

  (0) = 5 (0) + 20 (0) = 5 (0) + 20 = 5 (0)− →−
x=0

f ′′ g ′′ (g(0))4 ( (0))g ′ 2 (g(0))3
− →−−−

(0)=0g ′

f ′′ g ′′ (1)4 (0)2 (1)3
g ′′

y = f(u) → = (u)y ′ u′f ′

=lim
h→0

(h + 4) − 2f ′

h

(4) − 2f ′

0
(4) = 2− →−−−−−−−−−−−−−−

شده است4  ابھام جوابش

بوده کھ پس از رفع
0
0

ً این کسر حتما

f ′
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   :پس

گزینه 4  . 60

 

   

ابتدا  را به صورت زیر می نویسیم تا مشتق گیري آسان تر شود: گزینه 2  . 61

 

حال از تابع دو بار مشتق می گیریم:

 

 

 

گزینه 2  . 62
به کمک تعریف مشتق چپ و مشتق راست، داریم:

  

  

  

=lim
h→0

(h + 4) − 2f ′

h

0

0
= (4)− →−−

HOP

lim
h→0

(h + 4)f ′′

1
f ′′ → (4) = 4f ′′

y = f( )x2 → = 2x ⋅ ( )y ′ f ′
x2 → = 2 ( ) + 2x ⋅ ( ) ⋅ 2xy ′′ f ′

x2 f ′′
x2

→ (2) = 2 (4) + 16 (4) = 4 + 64 = 68y ′′ f ′ f ′′

g(x) = f( )x−−√

⇒ (x) = ( ) = ⋅g′ 1
2 x−−√

f ′ x−−√
1

2 x−−√

x−−√

1 + x
− −−−−

√
= =

1

2 1 + x
− −−−−

√

1
2

(x + 1)
−

1
2

⇒ (x) = ⋅g′′ 1

2

−1

2
(x + 1)

−
3
2 = −

1

4(x + 1)

3
2

⇒ (8) = − = −g′′ 1

4(27)

1

108

f(x)

f(x) = =
+ 2 + + 2 − 12x4 x2 x2

+ 2x2

( + 2) + ( + 2) − 12x2 x2 x2

+ 2x2

= + − = + 1 − = + 1 − 12( + 2
( + 2)x2 x2

+ 2x2

+ 1x2

+ 3x2

12

+ 2x2
x2 12

+ 2x2
x2 x2 )−1

(x) = 2x + 12(2x)( + 2 = 2x + 24x( + 2f ′ x2 )−2 x2 )−2

(x) = 2 + 24(( + 2 − 2(2x)( + 2 x) = 2 + 24(( + 2 − 4 ( + 2 )f ′′
x2 )−2 x2 )−3 x2 )−2 x2 x2 )−3

⇒ (1) = 2 + 24( − ) =f ′′ 1
9

4
27

10
9

(0) =f ′
+ lim

x→0+

f(x) − f(0)

x − 0
= lim

x→0+

2 − 4 − |x|
− −−−−−

√
− −−−−−−−−−−

√

x
= lim

x→0+

2 − 4 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

x

= lim
x→0+

4 − (4 − x)
− −−−−−−−−

√

x 2 + 4 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
= = +∞lim

x→0+

1

x−−√ 2 + 4 − x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

(0) =f ′
− lim

x→0−

2 − 4 + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√

x
= lim

x→0−

4 − (4 + x)
− −−−−−−−−

√

x 2 + 4 + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
= lim

x→0−

−x−−−
√

x 2 + 4 + x
− −−−−

√
− −−−−−−−−−

√
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گزینه 3  . 63

 

 

  

تابع در  پیوسته است و در یک همسایگی  داریم: گزینه 2  . 64

   

   

مشتق تابع را در  به دست می آوریم: گزینه 2  . 65

 

 بنابراین  و شیب خط مماس بر نمودار تابع  در نقطۀ  برابر صفر است در نتیجه نمودار تابع  در همسایگی

 به صورت است.

ضابطۀ  در ریشه هاي سادة داخل قدرمطلق یعنی  و  مشتق پذیر نیست. البته  گزینه 3  . 66

چون نقطۀ مرزي است، نیاز به بررسی دارد. تابع در  پیوسته است، چون حد چپ و راست آن هر دو برابر صفر هستند، ولی

مشتق هاي چپ و راست برابر نیستند. بنابراین تابع در  هم مشتق ناپذیر است.

، چون همواره مخرج از صورت بزرگتر است، پس  است. بنابراین تابع  دقت کنید که 

= = −∞lim
x→0−

1

− −x−−−
√ 2 + 4 + x

− −−−−
√

− −−−−−−−−−
√

f(x) = { ⇒ (x) = {a + bx + c x ≥ kx2

2ax + b x < k
f ′ 2ax + b x ≥ k

2a x < k

}
(1) : a + bk + c = 2ak + bشرط پیوستگی k2

(2) : 2ak + b = 2aشرط مشتق پذیری
⇒ a + bk + c = 2ak2

a + (2a − 2ak)k + a − (2a − 2ak) = 2a− →−−−−−
c=a−b

b=2a−2ak
k2

⇒ a + 2ak − 2a + a − 2a + 2ak = 2ak2 k2 ⇒ −a + 4ak − 3a = 0k2 − 4k + 3 = 0− →−−
÷(−a)

k2

{− →−−−−−−−
مجموع ضرایب صفر k = 1

k = 3(max)

x = 0x = 0

f(x) = − x [ ] = − − x = {∣
∣x

2 ∣
∣ 0− ∣

∣x
2 ∣

∣
− xx2

− + xx2
; x ≥ 0
; x ≤ 0

⇒ (x) = {f ′ 2x − 1
−2x + 1

; x > 0
; x < 0

⇒ { (0) = −1f ′
+

(0) = 1f ′
−

⇒ (0) − (0) = 2f ′
− f ′

+

x = 0

(0) = = =f ′ lim
x→0

f(x) − f(0)

x − 0
lim
x→0

− 0|x|
−−

√ x2−−√3

x
lim
x→0

|x|
−−

√

x−−√
3

(0) = = = 0f ′
+ lim

x→0+

x−−√

x−−√3
lim
x→0+

x
−−

√6

(0) = = = − = 0f ′
− lim

x→0−

−x−−−
√

x−−√
3

lim
x→0−

− x(√6 )3

− (−x)2
− −−−−

√6
lim
x→0−

−x−−−
√6

(0) = 0f ′fx = 0f

x = 0

y = | − 9|x2x = 3x = −3x = 3

x = 3

x = 3

0 < < 1
1

+ 1x2
[ ] = 0

1

+ 1x2
[ ]

1

+ 1x2
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تابعی ثابت و همواره مشتق پذیر است.

واضح است که تابع  در  ناپیوسته است و درنتیجه مشتق پذیر نیست.  گزینه 3  . 67

 از طرف دیگر اگر  ریشۀ سادة چند جمله اي  باشد، تابع  در  مشتق پذیر نیست. پس تابع 

در  و تابع  در  مشتق پذیر نیستند. بنابراین تابع  در چهار نقطه مشتق پذیر نیست.

، تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است زیرا عامل ضرب  پشت قدرمطلق وجود دارد. یعنی در گزینۀ  گزینه 3  . 68

ضابطۀ تابع  به صورت  است که بدیهی است که در کل  مشتق پذیر است. در گزینۀ  نیز

دامنۀ تابع مشتق برابر  است.
زیرا هر دو عبارت صورت و مخرج، همواره مثبت هستند، یعنی نه عبارت زیر رادیکال، امکان منفی شدن دارد و نه عبارت موجود در

مخرج می تواند برابر صفر شود، پس تابع  در کل  مشتق پذیر است.

، ناپیوسته و مشتق ناپذیر است یعنی در میان اعداد صحیح، فقط نقطۀ  ، تابع  در تمام اعداد صحیح به جز  در گزینۀ 

است که به دلیل وجود عامل  پشت جزء صحیح شرایط مشتق پذیري را دارد. پس دامنۀ تابع  برابر  نیست. در گزینۀ  تابع 

در  پیوسته است، زیرا:

 

 حال براي بررسی مشتق پذیري تابع  داریم:

 

 

 تابع  در نقطۀ  مشتق پذیر است.

بدیهی است که تابع  در سایر نقاط  نیز مشتق پذیر است یعنی دامنۀ تابع مشتق برابر  است.

پس فقط گزینۀ  است که دامنۀ تابع مشتق آن برابر  نیست.

گزینه 3  . 69

 آهنگ متوسط

fx = 2

f(2) = f(x) = |x − 3| = 1lim
x→2+

lim
x→2+

f(x) = | − 1| = 3lim
x→2−

lim
x→2−

x2

x = αgy = |g(x)|x = αy = |x − 3|

x = 3y = | − 1|x2x = ±1f

1fx = −1(x + 1)

ff(x) = (x + 1)(x + 2)|x + 1|R2

R

fR

3fx = 0x = 0

x3f ′
R4f

x = 1

f(x) = ( + x) = 2lim
x→1−

lim
x→1−

x4

f(x) = (5x − 3) = 2 , f(1) = 2lim
x→1+

lim
x→1+

f

f(x) = { + x ; x ≤ 1x4

5x − 3 ; x > 1

⇒ (x) = {f ′ 4 + 1 ; x < 1x3

5 ; x > 1
(1) = 5 , (1) = 5f ′

+ f ′
−

3R

= = ⇒ =
f(1 + h) − f(1)

1 + h − 1

1

3

−− 2(1 + h) + 17(1 + h)2− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−
√ 16

−−
√

h

1

3
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با توجه به شکل داریم: گزینه 2  . 70

x

y

2 45°
α

  

= =
− 4+ 2h + 1 − 2 − 2h + 17h

2
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

h

1
3

⇒ = ⇒ 3 − 12 = h

− 4+ 16h2
− −−−−−−

√

h

1
3

+ 16h2
− −−−−−−

√

⇒ 3 = 12 + h 9( + 16) = 144 + + 24h+ 16h2
− −−−−−−

√ − →−−
2 توان

h2 h2

⇒ 9 + 144 = 144 + + 24h ⇒ 8 = 24h 8h = 24 ⇒ h = 3h2 h2 h2 −→−
h≠0
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