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شمارش، بدون شمردنشمارش، بدون شمردن

 1 اصل جمع و اصل ضرب 
حرف ربطتعریفاصل

جمع
m3 روش و ... انجام داد و این کارها را نتوان با هم  اگر بتوان کار 1 را بهm1 روش، کار 2 را بهm2 روش، کار 3 را به

m روش می‌توان کار 1 یا کار 2 یا کار 3 یا ... را انجام داد. m m
1 2 3
+ + +انجام داد، در این صورت به

یا

m2 روش و ... ضرب اگر کاری در چند مرحله انجام شود به طوری که مرحلهء اول بهm1 روش و مرحلهء دوم به
m روش می‌توان انجام داد. m

1 2
´ ´ وانجام‌پذیر باشد، کل آن کار به

 2 در حل سؤالات مربوط به اصل ضرب، با خانه‌ای شروع می‌کنیم که محدودیت بیشتری دارد. مثلاً وقتی بخواهیم »تعداد اعداد ‌3رقمی بدون 
تکرار که با ارقام 0 تا 6 می‌توان نوشت« را حساب کنیم، با خانهء »صدگان« شروع می‌کنیم که محدودیت دارد )صفر نباید باشد(.
 3 بعضی‌وقت‌ها باید مسئله را به چند قسمت تفکیک کنیم. حالت‌های هر قسمت را به کمک اصل ضرب یا ... حساب کنیم. 

سپس تعداد حالت‌های تمام قسمت‌ها را با هم جمع کنیم:

     Þ = + + +R¯Ie ®¨ jHk÷U n n n
1 2 3



 چند تیپ مهم سؤالات این مدلی را ببینید:
جوابحالت‌هامثالسؤال

1D به A تعداد حالات رفتن از
D به B به A مسیر
 D به C به A مسیر

مجموع

3 2 6´ =
2 4 8´ =
6 8 14+ =

تعداد اعداد ‌3رقمی زوج 2
6)بدون تکرار( 5 4 2 1 0, , , , , با ارقام

یکان صفر باشد.

یکان 2 یا 4 یا 6 باشد.

مجموع

5 4 1
20

| j Á
´ ´ =

4 4 3
48

| j Á
´ ´ =

20 48 68+ =

تعداد اعداد ‌3رقمی مضرب 5 3
6)بدون تکرار( 5 4 2 1 0, , , , , با ارقام

یکان صفر باشد.

یکان 5 باشد.

مجموع

5 4 1
20

| j Á
´ ´ =

4 4 1
16

| j Á
´ ´ =

20 16 36+ =

« را در نظر بگیرید. k{ILº 8 ´¤n ®¶I{ Âµ¤n3 jkø

 â¾±µ]2
� ����� ����� « و » k{IM 8 ´¤n ®¶I{ Âµ¤n3 jkø

1  â¾±µ]

� ����� �����  4 اصل متمم: جملات »

حساب‌کردن مستقیم تعداد حالات جملهء 1، کار دشواری است ولی شمردن مستقیم تعداد حالات جملهء 2 آسان است.
از طرفی مجموع این دو حالت برابر با کل اعداد 3رقمی می‌شود:

�
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این‌جور مواقع اگر تعداد حالات جمله را خواستند، تعداد کل ‌3رقمی‌ها و تعداد ‌3رقمی‌های بدون رقم 8 را حساب می‌کنیم و از هم کم می‌کنیم:
8 ´¤n ®¶I{ ÁIÀïÂµ¤nï3 jHk÷U IÀïÂµ¤n3  ®¨ jHk÷U 8 ´¤n ·»k= -( ) ( MM ÁIÀÂµ¤nï3 jHk÷U) =

´ ´ - ´ ´ =9 10 10 8 9 9
342

�

 هر وقت در سؤال، واژهء »حداقل« یا »حداکثر« دیدید به احتمال زیاد سؤال با اصل متمم حل می‌شود.

 5 فاکتوریل
1تعریف 2 3´ ´ ´ ´ = n n! !n نشان می‌دهیم: حاصل‌ضرب اعداد طبیعی متوالی از 1 تا n را با

6مقادیر !0 تا!6 720!=5 120!=4 24!=3 6!=2 2!=1 1!=0 1!=

n!بازکردنn n n n n n! ( )! ( ) ( )!= ´ - = ´ - ´ - =1 1 2 

 6 جایگشت: هر حالت چیدن چند شیء متمایز کنار هم
 7 چند تیپ سؤال مهم در جایگشت با مثال

جوابمثالتیپ سؤال

فلان جا باشد یا فلان 
جا نباشد.

 s حرف اول ، alish در چند جایگشت از حروف کلمهء
است و حرف آخر i نیست؟

1

1

3

2

2

3

1

4

3

5
18

1 3 4 5 2

b b b b b

KÃUoU

·jo¨oQ

´ ´ ´ ´ =

¾ ®¾¾

چند چیز کنار هم 
باشند.

6 نفر می‌خواهند کنار هم قرار بگیرند. در چند حالت علی، 
راستین و ایمان کنار هم هستند؟

¾TvM

Â±ø ¸ÃTwHn ·IµÄH, , , , ,A B C

JH¼]

¾TvM »

¾TvM ®iHj

= ´4 3! !
, ,C B A
 

چند چیز با ترتیب 
خاصی کنار هم 

باشند.

در چند جایگشت از حروف کلمهء shomal، عبارت 
mos وجود دارد؟

mos h a l, , ,

JH¼]

¾TvM »

¾TvM ®iHj

= ´4 1!
, ,l a h
 

 n و A جنس نوع n
جنس نوع B یکی در 

میان باشند.

به چند طریق می‌توان 3 مهندس و 3 دکتر را کنار هم 
قرار داد به طوری که همکارها کنار هم نباشند؟

3 3 2 2 1 1

³ j ³ j ³ j
´ ´ ´ ´ ´

JH¼]

tk¹¿¶ IÄ oT¨j IM Ì»o{

= ´ ´
¯

3 3 2! !

n جنس نوع  +1
 B جنس نوع n و A
یکی در میان باشند.

به چند طریق می‌توان 4 مهندس و 3 دکتر را کنار هم 
قرار داد به طوری که همکارها کنار هم نباشند؟

4 3 3 2 2 1 1

³ j ³ j ³ j ³
´ ´ ´ ´ ´ ´

JH¼] = ´4 3! !

 8 فرق جایگشت و انتخاب
رابطهتعریف

!nn شیء داریم و می‌خواهیم با آن‌ها صف n نفره تشکیل دهیم.جایگشت

nP شیء داریم و می‌خواهیم با آن‌ها صف r نفره تشکیل دهیم.انتخاب n r n
n r( , ) !
( )!=

-
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 9 جایگشت با تکرار و جایگشت دوری
مثالتوضیح

جایگشت با 
تکرار

تای آن‌ها هم  n2 تای آن‌ها از یک نوع، n1شیء داریم که n فرض کنید در کل
از نوعی دیگر و ... باشند. در این صورت تعداد حالات قرارگرفتن آن‌ها کنار هم 

n
n n

!
! !

1 2
´ ´

برابر است با:

azadiii تعداد حالات قرار گرفتن حروف کلمهء 
کنار هم برابر است با:

ý»oe ®¨

 jHk÷U jHk÷U

7

3 2

­

¯ ¯
´
!

! !

i a

جایگشت 
) است.دوری )!n -1 تعداد حالات قرارگرفتن 6 نفر دور یک میز تعداد حالات قرارگرفتن n شیء دور یک میز گرد برابر با

گرد برابر با!5 یعنی 120 است.

 10 تعداد حالت‌های انتخاب r شیء از بین n شیء متمایز که ترتیب قرارگرفتن آن‌ها برایمان مهم نیست را یک ترکیب rتایی از n شی‌ء 

)nr نشان می‌دهیم و برابر است با: ) Cr یا
n )C یا , )n r nمی‌گیریم و با

r
n

n r r( ) =
-
!

( )! ! �
 11 چند تیپ سؤال مهم در ترکیب با مثال

جوابمثالتیپ

8به چند طریق می‌توان از بین 8 نفر یک گروه ‌3نفره ساخت؟بدون شرط )ساده‌ترین(

3( )
به چند طریق می‌توان با 8 نفر یک گروه ‌3نفره ساخت به طوری که علی یکی باشد

در گروه باشد؟
8 1

3 1

7

2

-
-( ) = ( )

به چند طریق می‌توان با 8 نفر یک گروه ‌3نفره ساخت به طوری که یکی نباشد
ایمان در گروه نباشد؟

8 1

3

7

3

-( ) = ( )

به چند طریق می‌توان با 8 نفر یک گروه ‌3نفره ساخت به طوری که علی یکی باشد و یکی نباشد
در گروه باشد ولی ایمان نباشد؟

Â±ø ·IµÄH

.k{ JIhTºH Â±ø

8 1 1

3 1

6

2
- -

-

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

= ( )
­ ­

¯

8به چند طریق می‌توان 8 نفر را به گروه‌های 2، 3 و 3 نفری تقسیم کرد؟تشکیل چند گروه

2

6

3

3

3( )´( )´( )
به چند طریق می‌توان از بین 4 مهندس و 5 پزشک، 2 مهندس و 2 انتخاب از بین چند گروه

پزشک انتخاب کرد؟
4

2

5

2( )´( )

به چند طریق می‌توان از بین 4 مهندس و 5 پزشک، یک گروه 4 نفره حالت‌بندی
انتخاب کرد که حداقل 3 پزشک در آن باشد.

5

3

4

1

5

4( ) ´ ( ) + ( )
¯

­

¦{qQ 3
»

tk¹¿¶ 1

IÄ

¦{qQ 4

  

 12 تعداد زیرمجموعه

)nk است.1 ) تعداد زیرمجموعه‌های k عضوی یک مجموعهء n عضوی برابر با

2n n n n
n

n
0 1 2

2( ) + ( ) + ( ) + + ( ) = 2n است، پس:  تعداد کل زیرمجموعه‌های یک مجموعهء n عضوی برابر با
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 13 بعضی تیپ سؤال‌های مهم در زیرمجموعه‌ها

جوابمثالتیپ

} کدام است؟بدون شرط , , , }1 2 10 10تعداد زیرمجموعه‌های ‌6عضوی مجموعهء

6( )
}، عدد 2 وجود بعضی‌ها باشند. , , , }1 2 10 در چند زیرمجموعهء ‌6عضوی از مجموعهء

دارد؟
10 1

6 1

9

5

-
-( ) = ( )

}، اعداد 7 و 8 و 9 بعضی‌ها نباشند. , , , }1 2 10 در چند زیرمجموعهء ‌6عضوی از مجموعهء
وجود ندارند؟

10 3

6

7

6

-( ) = ( )
بعضی‌ها باشند و بعضی‌ها 

نباشند.
}، اعداد 2 و 3 وجود  , , , }1 2 10 در چند زیرمجموعهء 6عضوی از مجموعهء

دارند ولی 5 وجود ندارد؟
10 2 1

6 2

7

4

- -
-( ) = ( )

} چند زیرمجموعهء حداقل ‌3عضوی دارد؟حداقل تعداد عضو , , , }1 2 10 10مجموعهء

0

10

1

10

2

10

3( ) + ( ) + ( ) + ( )
} چند زیرمجموعۀ ‌‌5عضوی دارد که 3 عضو آن فرد استفاده از اصل ضرب , , , }1 2 9 مجموعهء

و 2 عضو آن زوج باشد؟
5

3

4

2( )´( )
 14 مقایسۀ انتخاب و ترکیب

P( , )n rC n r( , )

ترکیب r شیء از n شیءجایگشت )انتخاب( r شیء از n شیءچی می‌خوانیم.

تشکیل گروه r نفره با n نفرتشکیل صف r نفره با n نفرتعریف
ترتیب قرارگرفتن 
نیست.است.افراد در آن مهم ...

Prنمادهای دیگر
nC n

rr
n , ( )

Pفرمول n r n
n r( , ) !
( )!=

-
C n r n

n r r( , ) !
( )! !=

-

Pروابط پر استفاده n n n( , ) !=P n n n( , ) ( )2 1= -P n n( , )1 =n n n
2

1

2( ) = -( )n n
n n1 1( ) = -( ) =n n

n0
1( ) = ( ) =

C و P رابطهء بینP(n , r) C(n , r) r!= ´

 15 دو تساوی مهم در ترکیب

مثالرابطه

1n
r

n
n r( ) = -( )10

3

10

7( ) = ( )
2n

r
n
r

n
r( ) + +( ) = +

+( )1
1
1

10

3

10

4

11

4( ) + ( ) = ( )
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آمار و احتمالآمار و احتمال
 1 چند تعریف

تعریفاصطلاح

پدیده یا آزمایشی که نتیجهء آن را نتوان قبل از انجام به طور قطعی پیش‌بینی کرد.پدیدهء تصادفی

با S نشان می‌دهیم.مجموعهء تمام نتایج ممکن یک پدیدهء تصادفیفضای نمونه‌ای

= تعداد کل پیشامدهاهر زیرمجموعه از S، یک پیشامد است.پیشامد تصادفی 2n(S)

 2 تعداد اعضای فضای نمونه در آزمایش‌های مهم
تعداد اعضای Sآزمایش

2nپرتاب n سکه

6nپرتاب n تاس

2پرتاب n سکه و m تاس 6
n m´

2nخانوادهء n فرزندی

!nجایگشت n شیء متمایز

)Pانتخاب r شیء از n شیء , ) !
( )!n r n
n r=

-

)Cترکیب r شیء از n شیء , ) !
( )! !n r n
n r r=

-

 3 مجموع اعداد 2 تاس می‌تواند عددی از 2 )هر 2 تاس 1 باشند( تا 12 )هر 2 تاس 6 باشند( باشد.
جدول زیر تعداد اعضای پیشامد مجموع اعداد 2 تاس را نشان می‌دهد:

مجموع اعداد دو تاس12111098765432

تعداد اعضای پیشامد12345654321

-13: یعنی 13 را منهای اعداد  n قاعدهء
بالا می‌کنیم تا اعداد پایینی به دست آید.

n و از هر 2 قاعدهء1-
-13 جواب می‌دهد. n

: یعنی اعداد سطر بالا را باید منهای  n قاعدهء1-
1 کنیم تا اعداد سطر پایین به دست آید.

قاعده برای 
حفظ‌کردن

 4 اعمال روی پیشامدها 
نمودار وِنتوضیحنماد ریاضی

¢A.رخ ندهد A

A B)رخ دهد. )حداقل یکی B یا A
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نمودار وِنتوضیحنماد ریاضی

A B)رخ دهند. )هر دو B و A

A B-).رخ دهد A رخ ندهد. )فقط B رخ دهد ولی A

( ) ( )A B B A- -

دقیقاً یکی از دو پیشامد A یا B رخ دهد.
( ) ( )A B A B∪ ∩-

 5 چند قانون در مجموعه‌ها
رابطهء ریاضیقانون

Aتبدیل تفاضل به اشتراک B A B- = ¢


Aبی‌اسم! B A A B- = - ( )

دمورگان
( )A B A B∪ ∩¢ = ¢ ¢

( )A B A B∩ ∪¢ = ¢ ¢

جذب
A A B A∪ ∩( ) =

A A B A∩ ∪( ) =

 6 دو پیشامد ناسازگار
نمودار وِنرابطهء ریاضیتعریف

Aدو پیشامد که عضو مشترکی ندارند. B = Æ P یا A B( ) =0

 7 رابطۀ محاسبۀ احتمال وقوع یک پیشامد:

P( ) ( )
( )

A n A
n S

= =
J¼±õ¶  R¯Ie  jHk÷U

¸§µ¶ R¯Ie ®¨ jHk÷U
�
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 8 چند تیپ سؤال مهم در احتمال با مثال 
جوابمثالتیپ سؤال

باید اعضای پیشامد 1
را بنویسیم.

با ارقام 1 تا 5 یک عدد دو‌رقمی بدون 
تکرار ارقام می‌نویسیم. با چه احتمالی 

مضرب 3 است؟

 n S( ) = ´ =5 4
20

j Á

 A n A= Þ ={ , , , , , , , } ( )12 15 21 24 42 45 51 54 8

 P A( ) /= =8

20
0 4

مسائل مربوط به 2
سکه و تاس

در پرتاب یک سکه و یک تاس، با چه 
احتمالی سکه رو و تاس مضرب 3 می‌آید؟

 n S( ) = ´ =2 6
12

¾§w tIU

 n A( )

,

= ´ =

­ ­
1 2

2

6 3»n

¾§w tIU

 P A( ) = =2

12

1

6

در یک خانوادهء 5 فرزندی، با چه احتمالی فرزندان خانواده3
دقیقاً 3 فرزند دختر داریم؟

 n S( ) = =2 32
5

 n A( ) = ( ) =5

3
10

 P A( ) = =10

32

5

16

4
مسائل مرتبط 

با اصل ضرب و 
جایگشت

با حروف کلمهء alish یک کلمۀ 5 حرفی 
می‌نویسیم. )بدون تکرار حروف( 

با چه احتمالی حرف اول آن a است و 
حرف آخرش h نیست؟

 n S( ) != =5 120

 n A

a i s

( )

, ,

= ´ ´ ´ ´ =

­ ­
1 3 2 1 3

18
Ï»H oiA



 P A( ) = =18

120

3

20

مسائل مرتبط با 5
انتخاب

در کیسه‌ای 4 مهرۀ آبی و 5 مهرۀ قرمز 
داریم. 2 مهره از کیسه خارج می‌کنیم. با 

چه احتمالی هم‌رنگ‌اند؟

 n s( ) = ( ) = ´ =9

2

9 8

2
36

 n A( ) = ( )+( ) = + =
¯

4

2

5

2
6 10 16

IÄ

 P A( ) = =16

36

4

9
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مسائل مربوط به 6
روزهای هفته

در یک گروه 3 نفری با چه احتمالی هر 
سه نفر در روزهای متفاوتی از هفته به دنیا 

آمده‌اند؟

 n S( ) = ´ ´7 7 7
Ï»H ³»j ³¼w

 n S( ) == ´ ´7 6 5

Ï»H ³»j ³¼w

 P A( ) = ´ ´
´ ´

=7 6 5

7 7 7

30

49

7
مسائل صفحهء 
عقربه‌دار با 

تقسیم‌بندی یکسان

عقربۀ صفحۀ مقابل 
را می‌چرخانیم. با چه 
احتمالی روی عددی 

اول می‌ایستد؟ 
 

5 7 11 13 17 19, , , , ,

ÏIµTeH

J¼±õ¶  ÁIÀï¾ºIi  jHk÷U

IÀïÁk¹Mï´Ãv£U ®¨

=
  jHk÷U

= =

­
6

8

3

4

8

مسائل صفحهء 
عقربه‌دار با 
تقسیم‌بندی 
غیریکسان

عقربۀ صفحۀ مقابل 
را می‌چرخانیم. با چه 
احتمالی روی قسمت 
آبی یا سبز می‌ایستد؟

 ÏIµTeH

ÂMA » qLw ÁIÄH»p  Ì¼µ\¶

= = + = =
360

70 50

360

120

360

1

3

 9 احتمال پیشامد متمم 
A¢ ساده است.کی ازش استفاده می‌کنیم؟ وقتی شمردن اعضای پیشامد A سخت است ولی شمردن اعضای پیشامد متممش یعنی

Pفرمول احتمال متمم A P A( ) ( )= - ¢1

اگر در سؤالی از کلمات »حداقل«، »حداکثر« یا »فعل منفی« استفاده شده بود، حتماً یک بار در ذهنتان کلمات کلیدی سؤال‌ها
متمم پیشامد را بررسی کنید. اگر شمردن اعضای متمم راحت‌تر بود، از احتمال متمم سؤال را حل کنید.

 10 چند فرمول در احتمال

فرمول احتمالنماد پیشامدتوضیح پیشامد

1A احتمال رخ‌ندادن¢AP A P A( ) ( )¢ = -1

2A احتمال رخ‌دادن فقطA B-P A B P A P A B( ) ( ) ( )- = - 

3B و A احتمال رخ‌دادن حداقل یکی از دو پیشامدA BP A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + -

4 B و A احتمال رخ‌دادن حداقل یکی از دو پیشامد
A)وقتی A و B ناسازگارند.( BP A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩� �� ��= + -

0
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 11 حفظیات آمار

آمار1
آمار، مجموعه‌ای از اعداد، ارقام و اطلاعات است. علم آمار مجموعه روش‌هایی است که شامل جمع‌آوری 

اعداد و ارقام، سازماندهی و نمایش، تحلیل و تفسیر داده‌ها و در نهایت نتیجه‌گیری، قضاوت و پیش‌بینی مناسب 
در مورد پدیده‌ها و آزمایش‌های تصادفی می‌شود.

نتیجه‌گیری، تفاوت و پیش‌بینی  تحلیل و تفسیر داده‌  سازماندهی و نمایش  جمع‌آوری اعداد و ارقاممراحل علم آمار2

مطالعه و بررسی کل اعضای جامعهسرشماری3

مجموعهء تمام افراد یا اشیایی که دربارهء یک یا چند ویژگی آن‌ها تحقیق صورت می‌گیرد.جمعیت یا جامعه4

تعداد اعضای جامعهاندازه یا حجم جامعه5

بخشی از جامعه را که برای مطالعه انتخاب می‌شود.نمونه6

تعداد اعضای نمونهاندازه یا حجم نمونه7

ویژگی‌ای از اعضای یک جامعه است که بررسی و مطالعه می‌شود و معمولاً از یک عضو به عضو دیگر تغییر می‌کند.متغیر8

 12 انواع متغیر

قابل اندازه‌گیری است و مقادیر 
گسسته می‌گیرد.

اگر مقادیر a و b را بگیرد، عدد حقیقی بینشان 
قابل مرتب‌کردن است.را هم می‌تواند بگیرد.

کمی
گسسته

پیوسته

کیفی
اسمی

ترتیبی
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نمایی و لگایرتمنمایی و لگایرتم
 تابع نمایی 

a تابع نمایی است و براساس مقدار a، دو حالت دارد: a و¹1 >0 f با شرط x ax( ) =  1 تابع با ضابطهء

 a >> 1 0 1<< <<a

نمودار

نزولی اکیدصعودی اکیدیکنوایی

 دامنه

+ برد

y ضابطهء وارون xa= log

y مجانب =0

a حد در بی‌نهایت

a

+∞

−∞ +

→ +∞

→ 0
 a

a

+∞ +

−∞

→

→ +∞

0

 2 نمودار چند تابع نمایی:

 y x== --2 | | y x== 2| | y x== --| |2 1 y x== --2 1

:a با تغییر y ax=  3 مقایسهء توابع نمایی

 c b a> > >1 1 0> > > >a b c

 4 دو نکته در مورد نمودار تابع نمایی:
1ab =1 y نسبت به محور yها قرینه باشند، آن‌گاه: bx= y و ax= اگر نمودار توابع

y مجانب افقی تابع است.2 e= ، خط y a b ecx d= ++( ) در تابع نمایی
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 5 اگر معادلهء نمایی، ساده حل نشد، باید »با تغییر متغیر« یا »با روش هندسی« آن را حل کنید.
 6 نامعادلهء نمایی:

 a >> 1 0 1<< <<a

با حذف پایه‌ها، جهت عوض می‌شود.با حذف پایه‌ها، جهت عوض نمی‌شود.

 a a B CB C> Þ > a a B CB C> Þ <

 7 کاربرد توابع نمایی:

oµøï¾µÃºمسائل نیمه‌عمر  jHk÷U

·I¶p ®¨

oµøï¾µÃº ¦Ä Ï¼ö
: n =

  
½kºI¶ïÂ¤IM ³o] ¾Ã²»H ³o]= ´( )1

2

n

مسائل درصد افزایش یا کاهش متوالی
 A A k

n
n= +

0
1

100
( ) اگر به ماده‌ای به طور متوالی در هر مرحله، k درصد اضافه کنیم، آن‌گاه:

 A A k
n

n= -
0
1

100
( ) اگر از ماده‌ای به طور متوالی در هر مرحله، k درصد کم کنیم آن‌گاه:

یرایض
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لگایرتملگایرتم
 log b

ca c b a= Û =  1 تبدیل نمایی به لگاریتم و بالعکس:�
y با توجه به مقدار a، دو حالت دارد: xa= log  2 نمودار تابع

 a >> 1 0 1<< <<a

نمودار

نزولی اکیدصعودی اکیدیکنوایی

+ دامنه

 برد

y ضابطه وارون ax=

x مجانب =0

 
A

B B

B A

>

¯
> ¹

0

0 1



log

,

 3 دامنهء عبارت لگاریتمی، سه شرط دارد:�
 4 نمودار چند تابع لگاریتمی:

 y x== | log | ||2 y x== log | |2 y x==| log |2

 5 ویژگی‌های لگاریتم:
1 log aa =1

2 log a1 0=

3 log a log
b

n
bm

n
m

a=

4 log log log ( )c c ca b ab+ =

5 log log log ( )c c ca b a
b

- =

6 log
logb

c

c
a

log a
b

=

7 a cb bc alog log=
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 6 پنج‌تا نکته:

1log5 logرابطهءlog2 و log2 5 1+ =

logدو عدد وارون هم2 logb
a

a b
»

1

logبیرون‌کشیدن توان زوج3 log | |x x2 2=

logبیرون‌کشیدن توان فرد4 logx x3 3=

logتقریب‌ها5 /2 0 3 , log /5 0 7

(، مجانب قائم )همان خط‌چین عمودی( تابع است. x b
a

= - ، ریشهء عبارت جلوی لگاریتم )یعنی y ax b cd= + +log ( )  7 در توابع
 8 نامعادلهء لگاریتمی:

a >> 10 1<< <<a

با حذف پایه‌ها، جهت عوض می‌شود.با حذف پایه‌ها، جهت عوض نمی‌شود.

log loga aB C B C> Þ >log loga aB C B C> Þ <

 9 کاربردهای لگاریتم:

مسئلهء زلزله
log /E M= +

¯ ¯
11 8

3

2

½k{jHpA ÁroºH  ¾²q²p Rnk¤

(©nH KveoM) (oTzÄn KveooM)

Aتعداد ارقام Ajkø ³I¤nH jHk÷U = +[log ] 1
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حد و پیوستگیحد و پیوستگی
 مقدمات حد

 10 تعریف حد:

روی نمودارتعریف نماد ریاضینوع حد

limحد راست ( )
x a

f x L
® +

=

اگر x با مقادیر بیشتر از a )از سمت راست( به a نزدیک شود، 

مقادیر تابع به L نزدیک می‌شوند. کاری با خود نقطهء a و سمت 

چپش نداریم.

lim حد چپ ( )
x a

f x L
® -

=

اگر x با مقادیر کم‌تر از a )از سمت چپ( به a نزدیک شود، 

مقادیر تابع به L نزدیک می‌شوند. کاری با خود نقطهء a و سمت 

راستش نداریم.

lim حد ( )
x a

f x L
®

=
x هر دو برابر با L باشند، در a= اگر حد راست و چپ در

x حد داریم. کاری با خود نقطهء a نداریم. a=

x حد داشته باشد )و مقدار حدش L باشد(، باید هر دو شرط زیر را داشته باشد: a=  11 برای آن‌که تابع f در

x تعریف‌شده باشد. )هر دو طرف(1 a= در اطراف

x برابر L باشد.2 a= حد راست و چپش در

 مثال1  با توجه به نمودار زیر داریم: 
مقدارحدحد چپحد راستطول نقطه 

 x = 3- ندارد.ندارد.3- 5-

 x = 4ندارد.123-

 x =1 -1 -1 -1 -2

 x = تعریف‌نشده4333

 12 چندتا میل‌کردن خاص!

آن‌گاه …اگر … 

 x ®0 x2
0® + | |x ® +0

 x a® (x a)- ® +2
0 | |x a- ® +0

 sin x®1 1 0- ® +sin x

 cosx®1 1 0- ® +cosx
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y به شکل زیر باشد، آن‌گاه: f x= ( )  مثال2  اگر نمودار

 
1(

 lim ( sin ) lim ( )
x x

f x f x
→ →

− =
−

+π
2

0
1

1 2


IM  ÏjI÷¶

2( lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
→ →− −

+

− =
0

2

0
0

3


IM  ÏjI÷¶

lim باشد، در این صورت: ( )
x a

f x L
®

=  13 حد توابع ساخته‌شده از روی f: فرض کنید

حاصل حدتابع

1| |f lim | ( ) | | |
x a

f x L
®

=

2f -1 lim (x) a
x L

f
®

- =1

3[ ]f

L :حالت 1 f x
x a

Ï Þ =
®

 lim[ ( )] [L]

 :حالت 2
L

x a
f x

x a

∈
=




⇒ = −

→

�
�

.k{IM  IÄ â¾õ£º 

 IÄ

   

 

max min
lim[ ( )] L

max
1 LL

min
�

 :حالت 3
L

x a
f x

x a

∈
=




⇒

→



.k{ILº  IÄ â¾õ£º 

.SvÃº j¼]¼¶

   max min
lim[ ( )]

4f x(g( ))
.) L- +L می‌شود یا x حساب می‌کنیم، مثلاً L می‌شود )مهم است که a® مرحلهء 1: حد تابع داخلی را وقتی

x می‌رود حساب می‌کنیم. L→ مرحلهء 2: حد تابع بیرونی را وقتی?

 lim ( ) lim ( )
x x
f x f x

® ®

-= Þ =
1 2

1
2 1  مثال�3

�

.
lim :حالت 1 / lim[ ] [ ]

x x
x x

® ®
= Þ = =

5 5

5 2 2 5 2  مثال�4

lim(x :حالت 2 x ) lim[minx

x

x→

=

→
− + =  →

1

2 1

1

2 3 2
,Âµ¿w  ÁHoM 

.SwH â¾õ£º
xx x ]2

2 3 2− + = حالت �1

lim(x :حالت 3 x ) max minx

x

→

=− + =  →
2

2 2
2 3 3

,Âµ¿w ÁHoM 

.SvÃº IÄ  â¾õ£º
 − +

→
SvÃº j¼]¼¶ lim[x x ]

x 2

2
2 3 �

lim چه‌قدر است؟ ( ( ))
x

g f x
®p

2

g باشد، حاصل x f x x( ) [x] ( ) sin= = −»  مثال5 اگر1

lim :مرحلهء 1 ( )
x

f x
®

- -= - =
p
2

1 1 0 lim :مرحلهء �2 ( ) [ ]
x

g x
®

-
-

= = -
0

0 1 			  پاسخ
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 14 حد توابع زیر در هر نقطه از دامنه‌شان برابر با مقدار تابع در آن نقطه است.

sin xcos xگویاچندجمله‌ای

tan xcot xloga x)نمایی( ax

، باید حد راست و چپ را چک کنیم؟ lim ( )
x a

f x
®

 15 چه وقت‌هایی برای محاسبهء

x مثالنقاط مهم  ®® 1 بررسی حد وقتی

fمرز دامنه‌هاچندضابطه‌ای x x x
x x

( ) = + >
- <

ì
í
ï

îï

2
2 1

2 3 1

SwHn  ke:

Oa  ke:

 

 

1 2 3

2 1 3 1

2 + =
- = -

ü
ý
ï

þï
Þ

( )
حد ندارد.

قدرمطلق
ریشه‌های قدرمطلق 

)0
0 f)در حالت x x x

x
( )

| |
= + -

-

2
2 3

1

SwHn  ke:

Oa  ke:

 

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

x x
x

x x
x

- +
-

=

- +
- -

= -

ü

ý
ïï

þ
ï

1 3

1
4

1 3

1
4
ïï

Þ حد ندارد.

براکتی

نقاطی که به ازای 

آن‌ها داخل براکت، 

عدد صحیح شود.

f x( ) [ x] [x]= −2SwHn  ke: 

Oa  ke:

ke

 

 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2 1 2 1 1

2 1 1 0 1

+ - + = - =

- - - = - =

ü
ý
ï

þï
Þ =11

 16 دوتا حد مهم:

مثالنکتهء مهمضابطهء تابع

1 f x
g x x
h x

( )
( )
(x)

=
Î
Ï

ì
í
î





حدش در تمام نقاط از ضابطهء مربوط 

x حساب می‌شود. Ï به
 f x

x x

x x
f x

x
( ) lim ( )=

Î

Ï

ì
í
ï

îï
Þ = =

®

2
2 8

3
2

3




2 f x g x g x( ) [ ( )] [ ( )]= + lim حدش در تمام نقاط برابر با1- است.- ([sin ] [ sin ])
x

x x
®

+ - = -
p
8

2 2 1

lim باشد، آن‌ وقت: ( )
x a

f x L
®

= ]: فرض کنید lim ( )]
x a

f x
®

]lim و ( )]
x a

f x
®

 17 فرق

1

 lim[ ( )]
x a

f x
. هر کدام بود، از آن براکت می‌گیریم.® L- +L شده یا مهم است که حاصل حد بالا

lim[cos مثال ] [ ]
x

x
→

−= =
0

1 0

2

 [ lim ( )]
x a

f x
] می‌شود.® ]L (. حاصل حد L- +L است یا خود L مهم است )کاری نداریم

lim] مثال cos ] [ ]
x

x
→

= =
0

1 1
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lim باشد،‌ آن‌گاه: ( )
x a

f x L
®

=  18 اگر

kfتابع x( )f nf1
f

| |f

x a== kحد در L.LnL ,(L )>01
0

L
,(L )¹| |L

، آن‌گاه: lim ( )
x a

g x L
®

= 2 lim و ( )
x a

f x L
®

=  19 اگر1

f تابع g± f g´ f
g

x a== L حد در L
1 2

± L L
1 2
´ L

L
1

2

2
0, (L )¹

:) :حد ندارد  :در حالات مختلف )حد دارد f g
+
-
´
¸

 20 بررسی حد داشتن یا نداشتن توابع

f gf g±±f g××f
g


 )به شرطی که حاصل حد 

مخرج مخالف صفر باشد.(

*نامعلوم*نامعلوم

*نامعلوم

نـــــا مــــعــــلــــوم

 در 3 حالتِ »نامعلوم*«، اگر تابعی که حد دارد، حدش صفر باشد باید وضعیت تابع را بررسی کنیم، ولی اگر حدش صفر نباشد، قطعاً حد نداریم.

  « »
oÿÅ

oÿÅ
 رفع ابهام

: x a→ oÿÅ وقتی 

oÿÅ
 1 روش‌های حل حدهای

مثالچه‌جوری حل می‌کنیم؟ روش حل

x را پیدا کنیم.به کمک تجزیه a- lim باید در صورت و مخرج عامل lim ( x )(x )
( x )(x )x x

x
x x→ →

−
− +

= − +
− −

=
−
= −

2

2

2
2

4

5 6

2 2

2 3

4

1
4

به کمک تقسیم
 x a- عبارتی که راحت تجزیه نمی‌شود را بر

lim تقسیم می‌کنیم. lim
( ) (

x x

x

x x
x

x x
→ →

−

− −
−

=
−

2

3 2

2
2

2

4

4

2

.´Ã¹¨ïÂ¶ ´Ãv£U  oM � �� ��
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2

2 2

8

4
2

+ +

− +
= =

x
x

)
( ) (x )

به کمک 

اتحادهای مثلثاتی
cos و sin2 2

1a a= - از اتحادهای

sin استفاده می‌کنیم. cos2 2
1a a= - 

lim cos
sin lim ( sin )( sin )

sin

sin

x x

x

x
x

x x
x→ →

−

−
= − +

−
=

π π
2

2

2

1
2

1

1 1

1
1



++ =1 2
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+1 استفاده کنیم. nu ) از u)1+ n ، می‌توانیم جای u ®0  2 اگر

 lim ( x) lim ( x)

( )

( )

x x

x

x
x

→ →

+

+

+ −
+ −

= + −

+
0

3

0

3

1

2

1 3 2

1
1

1 2 1

1 1

1 2 1

1

��� ��
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0

1

1 6 1

1
2

1

6

2

12

x

x
x
x

x
x

��� �� −

= + −

+ −
= =

→
lim  مثال �

 پیوستگی 

نموداریتعریفنوع پیوستگی

= حد راستپیوستگی راست مقدار

= حد چپپیوستگی چپ مقدار

پیوستگی
 

SwHn ke Oa ke  nHk£¶

ke

= =� ��� ���

 1 انواع پیوستگی:     

 2 پیداکردن مجهول در توابع پیوسته:
x چه می‌کنیم؟ فرم تابع a== شرط پیوستگی در نقطهء مرزی دامنهبرای پیوستگی f در

 f x
g x x a
k x a

( )
( )

=
¹
=

ì
í
î

limحد چپ و راست را از g می‌گیریم؛ مقدارش هم k است. ( )
x a

g x k
®

=

 f x
g x x a
h x a

( )
( )
(x)

=
³
<

ì
í
î

g حد راست و مقدارش را از g و حد چپ را از h می‌گیریم. h
x a

(a) lim (x)=
→ −

 f x
g x x a
k x a
h x a

( )
( )

(x)
=

>
=
<

ì

í
ï

î
ï

lim حد راست را از g و حد چپ را از h می‌گیریم؛ مقدارش هم k است. ( ) lim (x) k
x a x a

g x h
® ®+ -

= =

 sin x cosx | |x xjoÎ                  :  3 توابع پیوسته روی
 4 توابع پیوسته روی دامنه:

مثالنقاط پیوستگی )دامنه(فرم ضابطهتابع

Aکسری
u

 -{ }Zoh¶ ÁIÀï¾zÄn

x
x

+
-

¾ ®¾¾¾¾ - ±1

4

2
2

Â«Tw¼ÃQ  óI£º

 { }

logbلگاریتمی uu >0log (x ) ( , )
2

3 3- Þ +¥

tanتانژانت uu k¹ +p p
2

tan p p p px x k x k
2 2 2

2 1Þ ¹ + Þ ¹ +

cotکتانژانت uu k¹ pcot x x k x k2 2 2⇒ ≠ ⇒ ≠π π

uZ»puرادیکالی )با فرجهء زوج( >0x - Þ +¥4 4( , )
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 [u] {u x} {ußÂ«Tw¼ÃQIº óI£º IÀï·A  ÁHpH  ¾M  ¾¨  ÂÄIÀ ßÂLv  = ∈ − ºº  ÁIÀmin}  5 نقاط ناپیوستگی توابع براکتی:�

 ( , ) [x ] { , , , } { } { ,− = ± ± ± − = ± ±
↓

2 2 0 1 2 3 0 1 2
2

â½pIM nj Â«Tw¼ÃQIº  óI£º ,, }

min

±

= =

3

2
0.SwH Âµ¿w  â¾õ£º y x x

 مثال �

 6 پیوستگی روی بازه:
شکلشرط پیوستگیبازه 

( , )a bx b= x تا a= پیوستگی در تمام نقاط بین

[ , )a b
( , )a b 1( پیوستگی در بازهء

x a= 2( پیوستگی راست در

( , ]a b
( , )a b 1( پیوستگی در بازهء

x b= 2( پیوستگی چپ در

[ , ]a b
( , )a b 1( پیوستگی در بازهء

x a= 2( پیوستگی راست در

x b= 3( پیوستگی چپ در

:) :ناپیوسته  :در حالات مختلف )پیوسته f g
+
-
´
¸

 7 بررسی پیوستگی یا ناپیوستگی توابع

fgf g±±f g××f
g


 )به شرطی که حاصل حد 

مخرج مخالف صفر باشد.(

*نامعلوم*نامعلوم

*نامعلوم

نـــا مـــعـــلـــوم

 در 3 حالت »نامعلوم*«، اگر تابعی که حد دارد، حدش صفر باشد باید وضعیت تابع را بررسی کنیم، ولی اگر حدش صفر نباشد، قطعاً 
پیوستگی نداریم.

احتمالاحتمال
 1 چند تعریف )یادآوری(:

تعریفاصطلاح

پدیده یا آزمایشی که نتیجهء آن را نتوان قبل از انجام به طور قطعی پیش‌بینی کرد.پدیدهء تصادفی

با S نشان می‌دهیم.مجموعهء تمام نتایج ممکن یک پدیدهء تصادفیفضای نمونه‌ای

= تعداد کل پیشامدهاهر زیرمجموعه از S، یک پیشامد است.پیشامد تصادفی 2n S( )
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 2 اعمال روی پیشامدها )یادآوری(:

نمودار ونتوضیحنماد ریاضی 

 ¢A.رخ ندهد A

 A B)رخ دهد. )حداقل یکی B یا A

 A B)رخ دهند. )هر دو B و A

 A B-.)رخ دهد A رخ ندهد )فقط B رخ دهد، ولی A

 (A B) (B A)- -

دقیقاً یکی از دو پیشامد A یا B رخ دهد.
 (A B) (A B)∪ ∩-

رابطهء ریاضیقانون 

A تبدیل تفاضل به اشتراک B A B- = ¢


A بی‌اسم! B A- = - (A B)

دمورگان
 (A B)∪ ∩¢ = ¢ ¢A B

 (A B)∩ ∪¢ = ¢ ¢A B

جذب
 A∪ ∩(A B) A=

 A A∩ ∪(A B) =

 3 چند قانون در مجموعه‌ها:    

 P n A
n S

(A) ( )
( )

= = J¼±õ¶  R¯Ie  jHk÷U

¸§µ¶  R¯Ie  ®¨  jHk÷U
 4 رابطهء محاسبهء احتمال وقوع یک پیشامد:�

 5 مجموع اعداد 2 تاس می‌تواند عددی از 2 )هر 2 تاس 1 باشند( تا 12 )هر 2 تاس 6 باشند( باشد.
جدول زیر تعداد اعضای پیشامد مجموع اعداد 2 تاس را نشان می‌دهد:

مجموع اعداد 12111098765432
دو تاس 

تعداد اعضای 12345654321
پیشامد

13: یعنی 13 را منهای اعداد  - n قاعدهء

بالا می‌کنیم تا اعداد پایینی به دست آید.

n و از هر 2 قاعدهء1-

13 جواب می‌دهد. - n

: یعنی اعداد سطر بالا را باید منهای  n قاعدهء1-

1 کنیم تا اعداد سطر پایین به دست آید.
قاعده برای 
حفظ‌کردن
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 6 »دو پیشامد ناسازگار« و »دو پیشامد مستقل«:
نمودار ونرابطهء ریاضیتعریف 

A دو پیشامد که عضو مشترکی ندارند.ناسازگار B = Æ P(A یا B) =0

P وقوع هر کدام بر احتمال وقوع دیگری تأثیر ندارد.مستقل P P(A B) (A) (B) = ´

« هم مستقل‌اند. ¢B A¢ و A¢ و B« و » « ،» ¢B  7 اگر A و B مستقل باشند، »A و
 8 چند رابطه در احتمال:

فرمول احتمالنماد پیشامدتوضیح پیشامد 

1A احتمال رخ‌ندادن ¢A P A P( ) (A)¢ = -1

2A احتمال رخ‌دادن فقط A B- P A B P( ) P(A) (A B)- = - 

3B و A احتمال رخ‌دادن حداقل یکی از دو پیشامد A B P P P P(A B) (A) (B) (A B)∪ ∩= + -

P احتمال رخ‌دادن حداقل یکی از دو پیشامد A و B )وقتی ناسازگارند.(4 P P(A B) (A) (B) = +

P(A احتمال رخ‌دادن حداقل یکی از دو پیشامد A و B )وقتی مستقل‌اند.(5 B) (A) (B) (A) (B) = + −P P P P

 9 برای حل سؤالات احتمال شرطی یکی از دوتا کار زیر را انجام می‌دهیم:

بدون استفاده از فرمول

در صورت امکان با اعمال‌کردن شرط، فضای نمونهء جدید را می‌نویسیم. بعد در بین اعضای 
فضای نمونهء جدید، عضوهای مطلبومان را می‌شماریم:

= احتمال شرطی kÄk]  â¾º¼µº  ÁIñÎ  ÁIñøH  ¸ÃM  pH  J¼±õ¶  ÁIÀ¼ñø  jHk÷U

kÄÄk]  â¾º¼µº  ÁIñÎ  ÁIñøH  jHk÷U

استفاده از فرمول

احتمال رخ‌دادن پیشامد A به شرطی که پیشامد B رخ داده باشد، برابر است با

 P P
P

B A

(A | B) (A B)
(B)

óo{ ¾M  ÏIµTeH

��� ��
∩=

آمارآمار

به مرکز )میانگین و میانه( و  یا شاخص‌هایی در قالب معیارهای گرایش  قالب نمودار، جدول و  آمار توصیفی به خلاصه‌سازی داده‌ها در   1 
معیارهای پراکندگی )دامنهء تغییرات، واریانس، انحراف معیار و ضریب تغییرات( می‌پردازد.
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 2 معیارهای گرایش به مرکز و پراکندگی: اگر تعداد داده‌ها برابر n باشد، آنگاه داریم:
فرمول به ریاضیفرمول به فارسی نماداسم معیار

کز
مر

به 
ش 

رای
 گ

ای
ره

عیا
م

= میانگینxمیانگین
Ì¼µ\¶

jHk÷U
x S

n=

Q2میانه

امُتعداد داده‌ها فرد باشد.  دادهء وسطی n +1
2

دادهء

امُتعداد داده‌ها زوج باشد.  میانگین دو دادهء وسطی ( )n
2

1+ امُ و n
2 میانگین دادهء

گی
ند

راک
ی پ

رها
عیا

م

Rاختلاف بزرگ‌ترین و کوچک‌ترین دادهRدامنهء تغییرات = -max min

= واریانسs2واریانس
¸Ã«ºIÃ¶  pH  IÀï½jHj  ý°TiH  RI÷Mo¶  Ì¼µ\¶

jHk÷U
s2 1

2

2

2 2

=
- + - + + -(x x) (x x) (x x) n

n

= انحراف معیارsانحراف معیار uºIÄnH»s =
- + - + + -(x x) (x x) (x x)

1

2

2

2 2
 n

n

= ضریب تغییراتCVضریب تغییرات nIÃ÷¶  ýHodºH

¸Ã«ºIÃ¶
CV

x
= s

 3 اگر تعدادی داده که میانگینشان با میانگین داده‌های اولیه برابر است به داده‌هایمان اضافه کنیم )یا از بین آن‌ها حذف کنیم(، میانگین 
داده‌های جدید تغییری نمی‌کند.

xm باشد، میانگین کل آن‌ها برابر است با: nm دادهء آماری x2 ...  میانگین n2 دادهء آماری ، میانگین x1دادهء آماری n14 اگر میانگین 

 x
n x n x n x
n n n

m m

m
=

+ + +
+ + +

1 1 2 2

1 2





�

 (x x) (x x) (x x)
1 2

0- + - + + - = n  5 همواره مجموع اختلاف )انحراف( داده‌ها از میانگین، صفر است:�
 6 دادهء دورافتاده: داده‌ای که نسبت به سایر داده‌ها خیلی کوچک یا خیلی بزرگ باشد.

اگر دادهء دورافتاده داشته باشیم، بهتر است از میانه استفاده کنیم. 

 σ2 1

2

2

2 2
2=

+ + +
−

x x x
n

n (x) - )میانگین مربعات( = واریانس       یا        )مربع میانگین(  7 فرمول دوم واریانس:�
s یا CV( صفر شود، یعنی تمام داده‌ها برابر بوده‌اند. s2 یا  8 اگر یکی از معیارهای پراکندگی )R یا

 9 اثر تغییر داده‌ها روی معیارهای مرکزی و پراکندگی )همه داده‌ها را در a ضرب و سپس با b جمع کنیم.(:
ax شاخص  bi ++ برای داده‌های

ax میانگین b+

aQ میانه b2 +

| دامنهء تغییرات | .a R

a2 واریانس 2.s

|انحراف معیار  a | .s

| ضریب تغییرات a | .s
ax b+

 CV CV A B A BA B> ⇒ >  → <ßÂ¬k¹¨HoQ ßÂ¬k¹¨HoQ ßS¤j ßS¤j
½jo¬ïÂ¶oM  10 مقایسه دقت 2 گروه: �


