
آزمون حضورى
شـماره  دو

ويراستارمؤلفتا صفحهاز صفحهمباحثنام درس
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مساحت مثلثمساحت مثلث

a در هر مثلث نسبت اضلاع با عکس نسبت ارتفاع نظیر آن‌ها، متناسب است.
b

h
h h h h

P
S

b

a a b c
= + + =, 1 1 1

اگر دو مثلث دارای ارتفاع‌های برابر باشند، نسبت مساحت آن‌ها برابر نسبت قاعده‌هاست.

 

S
S

BD
DC′ =

اگر دو مثلث دارای قاعده‌های برابر باشند، نسبت مساحت آن‌ها برابر نسبت ارتفاع‌هاست.

 

S

S
h
h

ABC

BCD

∆

∆
= ′

قضیۂ تالس و نتایج آن در مثلثقضیۂ تالس و نتایج آن در مثلث

اگر در مثلثی، خطی موازی ضلعی رسم شود، به طوری که دو 
ضلع دیگر را قطع کند، پاره‌خط‌های متناسب ایجاد می‌شود.

C

A

B

D E

 

DE BC

AD
DB

AE
EC

AD
AB

AE
AC

DE
BC

BD
AB

CE
AC

 ⇒

=

= =

=














اگر در مثلثی دو جفت خط موازی مطابق شکل داشته باشیم، بین 
پاره‌خط‌های ایجادشده روی یک ضلع، رابطهء ویژه‌ای شکل می‌گیرد.

 

AD AF AC2 = ×

هندسه
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اگر دو مثلث که در آن‌ها خط موازی مشترکی وجود دارد با هم 
ادغام شوند، رابطهء جالبی شکل می‌گیرد.

 

1 1 1
x a b= +

اگر یک ضلع مثلث به n قسمت مساوی تقسیم شود و از هر 
یک خطی موازی قاعده رسم شود، بین پاره‌خط‌های تولیدشده 

تصاعد عددی شکل می‌گیرد. مساحت‌های محصور بین خطوط، 
2S می‌دهند. تشکیل تصاعد عددی با قدر نسبت

تعمیم قضیۂ تالس )تالس در ذوزنقه(تعمیم قضیۂ تالس )تالس در ذوزنقه(

اگر دو خط مورب، چند خط موازی را قطع کند، نسبت پاره‌خط‌های ایجادشده روی 
خطوط مورب یکسان است.

1( xy
z
t=

 2( x
x y

z
z t+

=
+

اگر در یک ذوزنقه پاره‌خطی موازی دو قاعده رسم شود، نسبتی که روی ساق‌ها پدید 
می‌آورد، یکسان است.

1( AMMD
BN
NC=

2( MN na mb
n m= +
+

دو رابطۂ مهم در ذوزنقهدو رابطۂ مهم در ذوزنقه

اندازهء پاره‌خطی که وسط‌های دو ساق ذوزنقه را به هم وصل می‌کند، میانگین 
MN دو قاعده است. AB CD= +

2
D C

M N

A B

 اندازهء پاره‌خط محصور بین دو قطر و خط میانگین، نصف تفاضل قاعده‌هاست.
1( EF CD AB= −

2
2( OP OQ=

3( 2 1 1

PQ AB CD= +

 اگر از محل برخورد قطرها خطی به موازات قاعده‌ها رسم کنیم، پاره‌خط‌های 
ایجادشده برابرند.
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تشابه مثلث‌هاتشابه مثلث‌ها

هرگاه دو زاویه از مثلثی با دو زاویه از مثلث 
دیگر برابر باشد، دو مثلث متشابه‌اند. 

  )حالت ز ز(

Æ Æ

Æ Æ
~

A M

B N
ABC MNP

=

=






⇒

∆ ∆

هرگاه دو ضلع دو مثلث متناسب و زاویهء 
بین آن‌ها برابر باشد، دو مثلث متشابه‌اند. 

 )حالت ض ز ض(

AB
MN

AC
MP

A M
ABC MNP

=

=






⇒

Æ Æ
~

∆ ∆

هرگاه اندازه‌های سه ضلع یک مثلث با سه 
ضلع مثلثی دیگر متناسب باشند، دو مثلث 

متشابه‌اند. )حالت ض ض ض(
 ABMN

AC
MP

BC
NP ABC MNP= = ⇒

∆ ∆
~

تشابه و مثلث قائم‌الزاویهتشابه و مثلث قائم‌الزاویه

شکلروابط

1( AH BC AB AC× = ×

2( BH BC AB× = 2

3( CH BC AC× = 2

4( BH CH AH× = 2

هرگاه دو مثلث یا به طور کلی دو چندضلعی متشابه باشند، آن‌گاه:

نسبت ارتفاع‌ها، میانه‌ها، نیمسازها، محیط و ... برابر با نسبت تشابه است.

 hh
m
m

d
d

p
p ka

a

a

a′ = = = ′ =′ ′

2
2

نسبت مساحت آن‌ها برابر با مربع نسبت تشابه است.
 S
S k′ =

2
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فصل سومفصل سوم

ضلعی n

مجموع زوایای داخلیتعداد کل قطرهاقطرهای گذرنده از یک رأس

n - 3n n( )- 3

2
( )n - ´2 180

 چهارضلعی‌های خاص 
 متوازی‌الاضلاع: چهارضلعی که هر دو ضلع مقابل آن با هم موازی باشد.

1( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر ضلع‌های 
مقابل آن دو‌به‌دو هم‌اندازه باشند.

AD BC
AB CD

=
= �

2( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر دو ضلع مقابل، 
موازی و مساوی باشند.�

AB CD
AB CD

=


3( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر زوایای 
مقابل با هم برابر باشند.

Æ Æ

Æ Æ
A C

B D

=

= �

4( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر هر دو زاویهء 
مجاور آن مکمل باشند.

a b+ =1800

�

5( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر قطرهای 
آن همدیگر را نصف کنند.

OA OC
OB OD

=
= �

6( یک چهارضلعی متوازی‌الاضلاع است اگر و تنها اگر هر قطر، آن را 
به دو مثلث مساوی تقسیم کند.

ABD BCD
D D

@
�

 مستطیل: متوازی‌الاضلاعی که همهء زوایای آن قائمه باشد. همهء ویژگی‌های متوازی‌الاضلاع را دارد به علاوهء موارد زیر:

1( مستطیل، متوازی‌الاضلاعی است که دو ضلع مجاور آن بر هم 
عمود باشند.

AB BC
AD CD

^
^

�

�

2( مستطیل، متوازی‌الاضلاعی است که دو قطر آن با هم برابر باشند.

AC BD= �
�

 لوزی: متوازی‌الاضلاعی است که هر چهار ضلع آن با هم برابر باشد. همهء ویژگی‌های متوازی‌الاضلاع را دارد به علاوهء موارد زیر:

1( لوزی، متوازی‌الاضلاعی است که قطرهای 
آن برهم عمود باشند.

AC BD^ �

�

2( لوزی، متوازی‌الاضلاعی است که قطرهای 
آن نیمساز زوایا باشد.

�

 مربع: متواز‌ی‌الاضلاعی که همهء زوایای آن قائمه و هر چهار ضلع آن با هم برابرند. مربع تمام ویژگی‌های لوزی و مستطیل را دارد.
 ذوزنقه: چهارضلعی که فقط دو ضلع موازی داشته باشد.
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ذوزنقه متساوی‌الساقینذوزنقه قائم‌الزاویه

ذوزنقه‌ای که دو زاویهء قائمه داشته باشد.

�

ذوزنقه‌ای که ساق‌های آن با هم برابر باشد.�
AD BC= �
Æ Æ, Æ ÆA B C D= = بنابراین:�
BD AC= �

 کایت: چهارضلعی که اضلاع آن دوبه‌دو با هم برابرند.

1( قطر بزرگ عمودمنصف قطر کوچک است.
AC عمودمنصف BD است.

�

2( قطر بزرگ نیمساز زاویه است ولی قطر 
کوچک نیمساز نیست.

�

 وصل‌کردن وسط اضلاع چهارضلعی

1( هر چهارضلعی دلخواه 
 شکل حاصل: متوازی‌الاضلاع 
MNPQ متوازی‌الاضلاع �

�

2( چهارضلعی با قطرهای برابر )مستطیل، ذوزنقه متساوی‌الساقین، مربع(
 شکل حاصل: لوزی

MNPQ لوزی �

�

3( چهارضلعی با قطرهای عمود برهم )لوزی، 
کایت، مربع( 

 شکل حاصل: مستطیل
MNPQ مستطیل �

�

4( چهارضلعی با قطرهای برابر و عمود 
برهم )مربع(  شکل حاصل: مربع

MNPQ مربع �

�
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 شکل حاصل از برخورد نیمساز زوایای چهارضلعی

اندازهء ضلعشکلحالت

1( از تقاطع نیمسازهای داخلی هر متوازی‌الاضلاع همواره یک 
مستطیل حاصل می‌شود.

x a b= -| | sina
y a b= -| | cosa

2( از تقاطع نیمسازهای داخلی هر مستطیل همواره یک مربع 
حاصل می‌شود.

x a b= -
¯

2

2

45 45

| |

Cos Sin( IÄ ·¼µÀ)

 روابط مثلث قائم‌الزاویه

شکل

AHرابطه BC= 4AC BC= 2AC BC= 2
2AC BC= 3

2

 وارون ماتریس 

2 2´́ 2دترمینان ماتریسوارون ماتریس 2´́ ماتریس

A A
d b
c a

- =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú

1 1
| |

| |A ad bc= -A
a b
c d

=
é

ë
ê

ù

û
ú

 وارون ماتریس‌های خاص 

ماتریس‌های خاصوارون ماتریس‌های خاص

A a

b

- =

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

1
0

0
1

A
a
b

=
é

ë
ê

ù

û
ú

0
0

B b

a

- =

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

0
1

1
0

B
a

b
=

é

ë
ê

ù

û
ú

0
0
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 خواص وارون: اگر A و B دو ماتریس مربعی وارون‌پذیر، k یک عدد حقیقی و n یک عدد طبیعی باشد داریم:

وارون جای دو ماتریس را در 
ضرب عوض می‌کند.

جای وارون و توان قابل تعویض است.وارون ضریب را عکس می‌کند.
وارونِ وارون هر ماتریس، برابر 

خود ماتریس است.

( )AB B A- - -=1 1 1( )kA
k
A- -= ´1 11( ) ( )A An n- -=1 1( )A A- - =1 1

( )ABC C B A- - - -=1 1 1 1( A)5
1

5

1 1- -= A( ) ( )A A3 1 1 3- -=A B A B- -= Û =1 1

 دستگاه معادلات 

معادلهء حل معادلهء ماتریسی و دستگاه
ماتریس ماتریس مجهولاتماتریسی

دستگاه دو معادله دومجهولیماتریس ضرایبمقادیر معلوم

AX B X A B= Þ = -1AX B=X
x
y

=
é

ë
ê

ù

û
úB

c
c

=
¢

é

ë
ê

ù

û
úA

a b
a b

=
¢ ¢

é

ë
ê

ù

û
ú

ax by c
a x b y c

+ =
¢ + ¢ = ¢

ì
í
î

فرم ماتریسی

a b
a b

x
y

c
c¢ ¢

é

ë
ê

ù

û
ú

é

ë
ê

ù

û
ú =

¢
é

ë
ê

ù

û
ú

 بحث در تعداد جواب‌های دستگاه 

وضعیت دو خطمنطبقموازیمتقاطع

تعداد جواب‌هادستگاه بی‌شمار جواب دارد.دستگاه جواب ندارد.دستگاه فقط یک جواب دارد.

a
a

b
b¢ ¹ ¢   

a
a

b
b

c
c¢ = ¢ ¹ ¢   

a
a

b
b

c
c¢ = ¢ = ¢ وضعیت ضرایب  
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فصل سوم دهم:فصل سوم دهم: درس دوم - مساحت و کاربردهای آن درس دوم - مساحت و کاربردهای آن
محاسبۂ مساحت مثلث

مساحت مثلث )رابطهء ضلع و ارتفاع(
= نصف محیط( P (

S a h a S
h h S

aa
a

a= = =1

2

2 2. , ,

1 1 1
h h h

P
Sa b c

+ + =

مثلث‌های هم‌قاعده
S

S
AH
AH

ABC

ABC

D

D
¢

= ¢ ¢

مثلث‌های هم‌ارتفاع
S

S
m
n

ABD

ACD

D

D
=

Sمثلث قائم‌الزاویه bc a ha= =1

2

1

2
.

میانه‌ها و مساحت

1( میانه‌های اضلاع مثلث همرس‌اند و به نسبت 1 به 2 همدیگر 
را قطع می‌کنند.

GM
GA

GN
GB

GP
GC

= = = 1

2

2S( میانه، مثلث را به دو مثلث معادل تقسیم می‌کند. S
ABM ACM

D D=

3( اگر میانه‌های مثلث را رسم کنیم، شش مثلث معادل ایجاد 
می‌شود.

S S S S S S
1 2 3 4 5 6
= = = = =

4( اگر وسط اضلاع مثلث را به هم وصل کنیم، 4 مثلث معادل 
Sایجاد می‌شود. S S S

SABC
1 2 3 4

4
= = = =

D
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مثلث متساوی‌الساقین

1h( اگر P نقطه‌ای دلخواه روی قاعدهء مثلث متساوی‌الساقین باشد: h BH
1 2
+ =

2h( اگر P نقطه‌ای دلخواه روی امتداد قاعدهء مثلث متساوی الساقین باشد: h CH
1 2
- =

مثلث متساوی‌الاضلاع

3 برابر ضلع است.

2
1AH( اندازهء ارتفاع، میانه و نیمساز همواره a= 3

2

3 برابر مربع ضلع است.

4
2S( مساحت مثلث متساوی‌الاضلاع a= 3

4

2

3x( اگر O نقطه‌ای دلخواه درون مثلث متساوی‌الاضلاع باشد: y z h aa+ + = = 3

2

4x( اگر P نقطه‌ای دلخواه خارج مثلث متساوی‌الاضلاع باشد: y z h aa- + = = 3

2
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مساحت چهارضلعی‌های خاص

مساحت مستطیلمساحت متوازی‌الاضلاع

S a h b ha b= ´ = ´S a b= .

مساحت مربعمساحت ذوزنقه

S AH a b= ´ ´ +1

2
( )S a= 2

مساحت چهارضلعی )حالت کلی(مساحت چهارضلعی با قطرهای عمود بر هم )کایت، لوزی(

S d d= ¢1

2
.S AC BD= ´ ´1

2
sina

قضیۂ شبه‌پروانه در ذوزنقه

( )1
2 4
S S=                          

( ) . .S2
1 3 2 4 2

2

4

2S S S S S= = =

رابطۂ پیک

S b i= + -
2

1 اگر b تعداد نقاط مرزی و i تعداد نقاط درونی یک چندضلعی شبکه‌ای باشد، داریم:�
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بازتاببازتاب

d ویژگی‌های بازتاب نسبت به خط

ایزومتری است و طول پاره‌خط ثابت می‌ماند.1

′ ′ = = ′BC BC A A, Æ Æ

d باشد(.2 d عمود یا موازی لزوماً شیب خط را حفظ نمی‌کند )مگر بر

اندازهء زاویه‌ها ثابت می‌‌ماند.3

شکل و تصویر آن همنهشت هستند.4

جهت شکل را حفظ نمی‌کند.5

بی‌نهایت نقطهء ثابت تبدیل دارد.6

محور بازتاب دو خط متقابل، نیمساز زوایای بین آن‌هاست.7

محور بازتاب دو خط موازی، خطی است موازی با آن‌ها و مابین دو خط.8

انتقالانتقال


V ویژگی‌های انتقال توسط بردار 

ایزومتری است و طول پاره‌خط ثابت می‌ماند.1

 ′ ′ = ′ =BC BC A A, Æ Æ

شیب خط را حفظ می‌کند.2

اندازهء زاویه‌ها ثابت می‌‌ماند.3

شکل و تصویر آن همنهشت هستند.4

جهت شکل را حفظ می‌کند.5

نقطهء ثابت ندارد.6

بردار انتقالی وجود ندارد که دو خط متقاطع را به یکدیگر تبدیل کند.7

بی‌شمار بردار انتقال وجود دارد که دو خط موازی را به یکدیگر تبدیل کند.8

دوراندوران
α O و زاویهء  ویژگی‌های دوران نسبت به نقطهء ثابت 

ایزومتری است و طول پاره‌خط ثابت می‌ماند.1

 ′ ′ = = ′BC BC A A, Æ Æ

2. (k )Î = a pk دوران الزاماً شیب خط را حفظ نمی‌کند، مگر

اندازهء زاویه‌ها ثابت می‌‌ماند.3

شکل و تصویر آن همنهشت هستند.4

جهت شکل را حفظ نمی‌کند.5

6)O نقطهء ثابت تبدیل دارد. )نقطهء
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 هر دو پاره‌خط با اندازه‌های برابر می‌توانند با دوران به یکدیگر تبدیل شوند:
متقاطع و برابرموازی و برابر

′BB و زاویهء دوران  ′AA و مرکز دوران محل برخورد
) است. )2 1k + π

′BB است  ′AA و مرکز دوران محل برخورد عمودمنصف‌های 
α−180 است. α یا  و زاویهء دوران 

تجانستجانس
 k O و ضریب ویژگی‌های تجانس نسبت به نقطهء ثابت

1 . | |k ایزومتری نیست، مگر در حالتی که 1=

 
′ ′ = =

′ ′ ′
BC k BC S k S

ABC ABC
. , .∆ ∆

2

¢ =Æ ÆA A

شیب خط را حفظ می‌کند.2

اندازهء زاویه‌ها ثابت می‌ماند.3

| و نسبت مساحت k2 است.4 |k تجانس هر شکل، شکلی متشابه با‌ آن به نسبت تشابه 

جهت شکل را حفظ می‌کند.5

6)O نقطهء ثابت تبدیل دارد. )نقطهء

k باشد، تجانس را معکوس می‌نامند.7 k باشد، تجانس را مستقیم و اگر 0> >0 اگر 

| تجانس را انقباضی می‌نامند.8 |k | تجانس را انبساطی و اگر 1> |k اگر 1<

در تجانس مستقیم، شکل و تصویر آن در یک طرف نقطهء O قرار می‌گیرند. در تجانس 9
معکوس، شکل و تصویر آن در دو طرف نقطهء O قرار می‌گیرند.

 هر دو پاره‌خط موازی را می‌توان متجانس همدیگر در نظر گرفت، تحت تجانس معکوس و مستقیم:

تجانس مستقیمتجانس معکوس

 k AB
AB= − ′ ′ k AB

AB= ′ ′
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 دو دایره در وضعیت‌های مختلف متجانس یکدیگرند، تحت تجانس مستقیم و معکوس:

رسم شکلحالت‌های دو دایره

دو دایرهء متخارج

دو دایرهء مماس‌خارج

دو دایرهء متقاطع

دو دایرهء مماس‌داخل

دو دایرهء متداخل

 | |k R
R= ′ در همهء حالت‌ها، نسبت تجانس برابر است با:
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 ترکیب تبدیل‌ها ترکیب تبدیل‌ها

1
 


V2  و


V1 ترکیب دو انتقال با بردارهای

 
 

V V
1 2
+ انتقالی است با بردار 

2
ترکیب دو بازتاب با محورهای متقاطع

، دورانی است به مرکز تلاقی دو  ( , )d d
1 2

محور و زاویهء بین آن‌ها 

AOAÆ ( )′′ = = +2 2β α θ

3
ترکیب دو بازتاب با محورهای موازی

، انتقالی است با بردار دو برابر  ( , )d d
1 2

فاصلهء دو محور بازتاب

AA′′ =
� ����

�2

 کاربرد تبدیل‌ها: کاربرد تبدیل‌ها: مسائل هم‌پیرامونی و کوتاه‌ترین مسیر مسائل هم‌پیرامونی و کوتاه‌ترین مسیر

رسم شکلتوضیحاتمسئلهردیف

1
تقسیم یک 
شکل به دو 
قطعهء یکسان

شکل را با برش‌هایی به شکل‌های معروف دایره، مستطیل و... 
تبدیل می‌کنیم. سپس شکل‌های حاصل را روی محور بازتاب 

آن برش می‌زنیم.

هم‌محیطی2

180 در شکل می‌رویم و آن‌ها را  سراغ زاویه‌های بیش از 
بازتاب می‌دهیم.

 ABCDE ABC DE→ ′
)بدون تغییر محیط، مساحت شکل افزایش می‌یابد.(

کوتاه‌ترین مسیر3
A′ حاصل  d بازتاب می‌دهیم تا  A را نسبت به خط  نقطهء 

M حاصل شود. B می‌رویم تا نقطهء A′ به شود. از 
مسیر AMB کوتاه‌ترین مسیر است.

کوتاه‌ترین مسیر 4
)حرکت افقی(

B′ حاصل  NM انتقال می‌دهیم تا 
� ����

B را با بردار  نقطهء
A′ به  A′ می‌نامیم. از   ، d A را نسبت به  شود و تصویر 
 AMNB M حاصل شود. مسیر  B′ وصل می‌کنیم تا 

کوتاه‌ترین مسیر است.
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رسم شکلتوضیحاتمسئلهردیف

کوتاه‌ترین مسیر5
 )حرکت عمودی(

B′ حاصل شود.   انتقال می‌دهیم تا  B را به اندازهء نقطهء 
M به دست آید. مسیر  A وصل می‌کنیم تا B′ به از 

AMNB کوتاه‌ترین مسیر است.

کوتاه‌ترین مسیر6
A′ به  d2 به ترتیب d1 و B را نسبت به  A و بازتاب 

 N M و B′ وصل می‌کنیم تا نقاط  A′ به B′ می‌نامیم. از 
به دست آید. مسیرAMNB کوتاه‌ترین مسیر است.


